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216. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  le  développement  des  fonctions  en 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives 
des  variables. 

C.  K..  T.  XVII.  p.  ig3  (  ii  juillet  1843). 

Les  développements  des  fonctions  suivant  les  puissances  entières  el 
positives  des  variables  dont  elles  dépendent  ne  subsistent  générale- 
ment que  pour  des  modules  des  variables  qui  ne  dépassent  pas  cer- 
taines limites  indiquées  par  un  théorème  général  que  j'ai  donné  dans 
mes  précédents  Mémoires.  Lorsque  ces  limites  sont  dépassées,  les 
développements,  pour  demeurer  convergents,  doivent  changer  de 
forme  et  renfermer,  non  seulement  les  puissances  entières  et  positives 
des  variables,  mais  encore  leurs  puissances  entières  et  négatives,  quel- 
quefois les  puissances  négatives  seules.  Il  arrive  même,  en  général, 
que  les  modules  des  variables  venant  à  croître  indéfiniment,  les  déve- 
loppements, pour  pester  convergents,  doivent  changer  plusieurs  fois 
de  forme.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  considère  une 
fonction  rationnelle  d'une  seule  variable  x,  et  rangeons  par  ordre  de 
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grandeur  les  modules  des  diverses  racines  de  l'équation  auxiliaire 
qu'on  obtient  en  égalant  la  fonction  à  £.  Le  module  de  la  variable  x 
pourra  être,  ou  inférieur  au  premier,  c'est-à-dire  au  plus  petit  des 
modules  calculés,  ou  compris  entre  le  premier  et  le  second,  ou  com- 
pris entre  le  second  et  le  troisième,  etc.,  ou  enfin  supérieur  au  der- 
nier, c'est-à-dire  au  plus  grand  module.  Cela  posé,  dans  chacun  des 
cas  dont  il  s'agit,  la  fonction  rationnelle  donnée  pourra  être  déve- 
loppée en  une  série  dont  les  divers  termes  seront  proportionnels  à  des 
puissances  entières  de  x.  Mais  le  développement,  pour  demeurer  con- 
vergent, devra  changer  de  forme  dans  le  passage  du  premier  cas  au 
second,  du  second  cas  au  troisième,  du  troisième  au  quatrième,  etc. 
Dans  le  premier  cas,  le  développement  devra  renfermer  uniquement 
les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable.  Dans  chacun  des 
autres  cas,  il  admettra  en  outre  des  puissances  négatives,  mais  avec 
des  coefficients  qui  changeront  de  valeurs  quand  on  passera  d'un  cas 
à  un  autre  ;  et  même  dans  le  dernier  cas,  c'est-à-dire  lorsque  le  module 
de  la  variable  deviendra  supérieur  au  plus  grand  des  modules  calculés, 
les  termes  proportionnels  à  des  puissances  positives  de  la  variable  dis- 
paraîtront ou  se  réduiront  à  ceux  qu'on  obtient  quand,  après  avoir 
réduit  la  fonction  donnée  à  une  seule  fraction  rationnelle,  on  divise 
algébriquement  le  numérateur  de  cette  fraction  rationnelle  par  son 
dénominateur. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  suffit  pour  montrer  que  la  théorie  du 
développement  des  fonctions  en  séries  de  termes  proportionnels  aux 
puissances  entières  des  variables  ne  doit  pas  être  restreinte  au  cas 
où  ces  puissances  sont  toutes  positives,  mais  qu'au  contraire  cette 
théorie,  qui  s'applique  avec  succès  à  un  si  grand  nombre  de  ques- 
tions diverses,  doit  embrasser  le  cas  où  les  puissances  sont  de  deux 
espèces,  savoir,  les  unes  positives,  les  autres  négatives. 

On  démontre  facilement  que,  dans  le  cas  où  une  fonction  de  la 
variable  x  est  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  et  positives  de  x,  elle  offre  un  seul  déve- 
loppement de  celle  espèce.  Même  celle  proposition  est  un  théorème 
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fondamental  sur  lequel  repose,  dans  l'analyse  algébrique,  la  théorie 
des  suites.  Il  importait  de  voir  si  le  même  théorème  continue  de  sub- 
sister dans  les  divers  cas  où  les  termes  du  développement  deviennent 
proportionnels,  les  uns  à  des  puissances  positives,  les  autres  à  des 
puissances  négatives  de  la  variable,  et  si  l'on  peut  alors  donner  encore 
de  ce  théorème  une  démonstration  en  quelque  sorte  élémentaire.  Une 
telle  démonstration  me  paraissait  d'autant  plus  désirable  que  celle  qui 
s'applique  aux  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  posi- 
tives d'une  variable  se  trouve  alors  en  défaut,  et  que,  d'un  autre  côté, 
le  théorème,  une  fois  démontré  généralement,  entraine  comme  consé- 
quence immédiate  d'autres  propositions  fort  utiles  dans  la  haute  Ana- 
lyse, par  exemple  les  théorèmes  de  Lagrange,  de  Laplace  et  de  Paoli, 
sur  les  développements  des  racines  des  équations  algébriques  et  trans- 
cendantes ou  des  sommes  de  ces  racines,  en  séries  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  d'un  paramètre  que  renferment  ces  équa- 
tions. En  m'occupant  de  ces  recherches,  j'ai  reconnu  que  le  théorème 
ci-dessus  mentionné  subsistait  seulement  sous  certaines  conditions,  et 
je  suis  parvenu  à  démontrer  fort  simplement  une  proposition  générale 
dont  voici  l'énoncé  : 

Si  deux  développements  d'une  même  fonction  de  la  variable  x,  en  série 
de  termes  proportionnels  aux  puissances  entières  positives  et  négatives  de 
celte  variable,  demeurent  égaux  entre  eux,  pour  toutes  les  valeurs  de  x 
qui  offrent  un  module  donné,  ils  seront  identiquement  égaux,  en  sorte 
que  les  coefficients  des  puissances  semblables  de  x  resteront  les  mêmes 
dans  les  deux  développements. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  l'objet  de  la  Note  que  j'ai 
l'honneur  de  présenter  à  l'Académie. 

Analyse. 
Soit 

(i)      ...,   a-mx-'n,    ...,    a_2.r-2,    a_,.r-1,    a0,    a^x\    a2.r- (in.v",    ... 

une  série  composée  de  termes  proportionnels  aux  puissances  entières 
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positives  et  négatives  de  x.  Cette  série,  qui  pourra  se  prolonger  indé- 
finiment dans  les  deux  sens,  sera  convergente,  si,  pour  des  valeurs 
croissantes  des  nombres  entiers  m  et  n,  la  somme 

(  2)    n_„,+1J"""i+1+.  .  .-h  rt_2J"_2+  (7_,^_1  +  «u-)-o1^1+  a,x--\- .  .  .  +  a„_ia-"-i 

s'approche  indéfiniment  d'une  limite  tixe  s.  La  série  sera  divergente 
dans  le  cas  contraire. 

Si  la  série  (1)  est  convergente,  on  pourra  en  dire  autant  des  deux 
séries 

u,  —  ma.         ,        u~m  —  \u.  ,         .  .  .  , 

OnX    ,  dnjr\X  ,  .... 

Nommons  r_m  et  r„  les  sommes  de  ces  deux  dernières,  en  sorte  qu'on  ait 

/  —  tu  &—rn  ***  H~~  "  -  m  —  1  3C  ■+**•..- 


/■„     =  a„  .r" 


-n  -Hl 


Pour  obtenir  la  somme  s  de  la  série  (1),  il  suffira  évidemment  d'ajouter 
à  la  somme  (2)  les  sommes  r_m  et  rn.  Donc  la  somme  (2)  se  trouvera 
représentée  par  s  —  r  m  —  rn,  en  sorte  qu'on  aura 


(3) 


S  '  —  m  '  «  —  &—rn  +  \  * 


Soit  maintenant  /  un  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  chacun  des 
nombres  m,  n.  Soit,  de  plus,  x  un  module  déterminé  de  la  variable  x, 
et  supposons  que,  dans  la  formule  (3),  on  remplace  successivement  la 
variable  x  par  les  diverses  racines  de  l'équation  binôme 


X'  =  X'. 


On  obtiendra  ainsi  /valeurs  différentes  de  s.  Nommons  ç  la  moyenne 
arithmétique  entre  ces  valeurs,  c'est-à-dire  leur  somme  divisée  par  /. 
Nommons  pareillement 

9 -m 

la  moyenne  arithmétique  entre  les  diverses  valeurs  de  r  „,,  et 
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la  moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  de  /•„.  Comme  la  somme  de- 
valeurs  de  xk  sera  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  k  comprises  dans  la 

suite 

—  m  +  i,     ...,     —  2,     —  i,     r,     2,      ...,     n  —  i, 

on  aura  évidemment 

(4)  Ç  —  p-m  —  p,i=a0. 

Supposons  à  présent  que  la  série  (i)  reste  convergente  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  x.  Alors,  en  faisant  croître  indéfi- 
niment les  nombres  entiers  m,  n,  on  fera  converger  les  valeurs  de 

» —  m  »      '  n 

<i,  par  suite,  celles  de 

P-m,       Pn 

vers  la  limite  zéro.  Donc,  en  passant  aux  limites,  on  tirera  de  l'équa- 
tion (4) 

(5)  a„=ç. 

Si  la  somme  5  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  dont  le  module 
est  x,  on  pourra  en  dire  autant  de  ç,  et,  par  suite,  l'équation  (  V)  se 
trouvera  réduite  à 

<70=O. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Lemme.  —  Si  une  série,  composée  de  termes  proportionnels  aux  puis- 
sances entières  positives  et  négatives  d'une  variable  .r,  reste  convergente 
et  présente  une  somme  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  .v  nui  offrent  un 
module  donné,  le  terme  constant  de  cette  série  sera  identiquement  nul. 

Corollaire  I.  —  Une  série  convergente  ne  cesse  pas  de  l'être  quand 
on  multiplie  Ions  ses  termes  par  un  même  facteur,  cl  alors  la  somme 
de  la  série  se  trouve  elle-même  multipliée  par  ce  facteur.  Si  la  série  i  i  I 
est  celle  dont  il  s'agit,  il  suffira  de  réduire  le  facteur  l\  af*  pour  que  le 
terme  a±„x~:'  se  transforme  en  un  terme  constant 

a±.n- 
OEuvres  de  V.  —  S.  I.  t.  \  III. 
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Si  d'ailleurs  la  somme  de  la  série  (i)  est  nulle,  le  produit  de  cette 
somme  par  x+"  sera  encore  nul.  Donc,  sous  les  conditions  énoncées, 
le  coefficient  an  ou  a ■_„  de  la  puissance  x"  ou  x~",  dans  un  terme  quel- 
conque de  la  série  (i),  sera  identiquement  nul,  aussi  bien  que  le 
terme  constant  a0. 

Corollaire  II.  —  Soit  maintenant 

(6)  b-mœ-'n,     ...,     i_2.r-2,     b-i-i-1,     b0,     bxx,     btx"-,     ...,     bnx",     ... 

une  nouvelle  série  semblable  à  la  série  (i),  et  posons  généralement, 
pour  des  valeurs  entières  quelconques,  positives  ou  négatives  de  k, 

(7)  bk—a,:—ck. 

Si  les  séries  (1)  et  (6)  sont  convergentes  et  présentent  constamment 
la  même  somme  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  offrent  un  module 
donné,  alors,  pour  ces  mêmes  valeurs  de  x,  la  somme  de  la  série 

sera  constamment  nulle,  et,  par  suite,  en  vertu  du  corollaire  I,  le 
coefficient  ck  de  x/(,  dans  un  terme  quelconque  de  la  série  (8),  sera 
constamment  égal  à  zéro.  Donc,  par  suite,  eu  égard  à  l'équation  (7), 
on  aura  constamment 

et  ainsi  se  trouvera  vérifié  le  théorème  dont  la  démonstration  était 
l'objet  de  la  présente  Note. 


217. 

Rapport  sur  le  concours  de  1 842,  relatif  au  grand  prix  de  Mathématiques. 
C.  R.,  T.  XVII,  p.  201  (3i  juillet  18 (3). 

L'Académie  avait   proposé   comme   sujet    de  prix  la  question    sui- 
vante : 

Trouver  les  équations  aux  limites  que  l'on  doit  joindre  aux  équations 
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indéfinies  pour  déterminer  complètement  les  maxima  et  minima  des  inté- 
grales multiples. 

Elle  avait  demandé  en  outre  tics  applications  relatives  aux  intégrales 
triples. 

Des  quatre  Mémoires  qui  ont  été  adressés  à  l'Académie  avant  l'expi- 
ration du  concours,  deux  ont  été  particulièrement  distingués  par  les 
Commissaires,  savoir  :  le  n°  3,  dont  l'épigraphe  est  :  A  force  d'étudier 
un  sujet  sous  toutes  sortes  de  faces,  on  finit  par  en  tirer  quelque  chose,  cl 
le  Mémoire  n°  2. 

Les  Commissaires  ont  jugé  : 

i"  Que  l'auteur  du  Mémoire  n°  3,  (>n  établissant,  à  l'aide  d'un  nou- 
veau signe,  appelé  par  lui  signe  de  substitution,  des  formules  élégantes 
et  générales  qui  fournissent,  sous  une  forme  convenable,  les  varia- 
tions des  intégrales  multiples,  et  qui  permettent  de  leur  appliquer, 
dans  tous  les  cas,  l'intégration  par  parties,  a  contribué  d'une  manière 
notable  au  perfectionnement  de  l'Analyse,  et  mérité  ainsi  le  grand  prix 
de  Mathématiques; 

2°  Que  l'auteur  du  Mémoire  n°  2,  sans  donner  à  ses  calculs  toute  la 
généralité  désirable,  a  néanmoins,  en  raison  de  l'élégance  de  quel- 
ques-unes de  ses  formules,  surtout  en  raison  des  applications  qu'il  en 
a  faites  et  de  ses  recherches  sur  la  distinction  des  maxima  et  minima, 
mérité  une  mention  honorable. 

Après  la  lecture  de  ce  Rapport,  M.  le  Président  ouvre  le  billel 
cacheté  annexé  au  Mémoire  couronné.  Ce  billet  contient  le  nom  de 
M.  F.  Sarrus,  doven  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Strasbourg. 


218. 

CALCUL   DIFFÉRENTIEL.   —    Mémoire  sur  l'Analyse   infinitésimale. 
C.  H...  T.  XVII.  p.  ■>-'>  (i  i  août  i843). 

Le-  géomètres  oui  accueilli  avec  bienveillance  la  méthode  que  j'ai 
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suivie  pour  l'exposition  de  l'Analyse  infinitésimale  et  que  j'ai  déve- 
loppée, non  seulement  dans  mon  Calcul  différentiel,  mais  aussi  dans 
un  .Mémoire  Su  i  metodi  analitici  que  renferme  le  recueil  publié  à 
Milan  et  intitulé  Bibliotheca  italiana.  Toutefois,  il  m'a  semblé  qu'on 
simplifierait  encore  cette  exposition  en  donnant  à  la  méthode  elle- 
même  un  nouveau  degré  de  précision  et  de  clarté  si,  à  la  définition 
que  j'ai  adoptée  pour  les  différentielles  en  général,  on  joignait  la  con- 
sidération d'une  variable  dont  la  différentielle  se  réduirait  à  l'unité.  Il 
ne  sera  pas  inutile  d'entrer  à  cet  égard  dans  quelques  détails. 

Lorsque  des  variables  sont  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs 
équations,  alors,  en  vertu  de  ces  équations  mêmes,  quelques-unes  de 
ces  variables  deviennent  fonctions  des  autres  considérées  comme  indé- 
pendantes. Alors  aussi  des  accroissements  simultanément  attribués 
aux  diverses  variables  se  trouvent  liés  entre  eux  et  à  ces  variables  par 
des  équations  nouvelles  qui  se  déduisent  immédiatement  des  équa- 
tions données.  Ajoutons  que  si,  les  accroissements  des  variables  étant 
supposés  infiniment  petits,  on  néglige,  vis-à-vis  de  ceux-ci,  considé- 
rés comme  infiniment  petits  du  premier  ordre,  les  infiniment  petits 
des  ordres  supérieurs  au  premier,  les  nouvelles  équations  deviendront 
linéaires  par  rapport  aux  accroissements  dont  il  s'agit.  Leibnitz  et  les 
premiers  géomètres  qui  se  sont  occupés  de  l'Analyse  infinitésimale 
ont  appelé  différentielles  des  variables  leurs  accroissements  infiniment 
petits,  et  ils  ont  donné  le  nom  d'équations  différentielles  aux  équations 
linéaires  qui  subsistent  entre  ces  différentielles.  Cette  définition  des 
différentielles  cl  des  équations  différentielles  a  le  grand  avantage  d'être 
très  générale  et  de  s'étendre  à  tous  les  cas  possibles.  Toutefois,  pour 
ceux  qui  l'adoptent,  les  équations  différentielles  ne  deviennent  exactes 
que  dans  le  cas  où  les  différentielles  s'évanouissent,  c'est-à-dire  dans 
le  cas  iiii  ces  équations  mêmes  disparaissent.  A  la  vérité,  l'inconvé- 
nient que  nous  venons  de  rappeler  n'a  point  arrêté  Euler,  et  ce  grand 
géomètre,  tirant  la  conséquence  rigoureuse  des  principes  générale- 
ment admis,  a  considéré  les  différentielles  comme  de  véritables  zéros 
(|iii   oui    entre  eux  Av>  rapports  finis.   Mais  d'autres  géomètres   non 
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moins  illustres,  et  Lagrange  à  leur  tête,  n'ont  pu  se  résoudre  li  intro- 
duire dans  un  même  calcul  plusieurs  sortes  de  zéros  distincts  les  uns 
des  autres;  et  c'est  pour  ce  motif  qu'à  la  notion  des  différentielles 
Lagrange  a  songé  à  substituer  la  notion  des  fonctions  dérivées,  sur 
laquelle  il  sera  convenable  de  nous  arrêter  quelques  instants. 

Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'on  considère  une  seule  variable 
indépendante  et  une  seule  fonction  de  cette  variable.  Si  l'on  attribue 
à  celte  variable  un  accroissement  infiniment  petit,  l'accroissement 
correspondant  de  la  fonction  se  trouvera  lié  à  la  variable  et  à  l'accrois- 
sement de  la  variable  par  une  équation,  qui  deviendra  linéaire  à  l'é- 
gard des  deux  accroissements,  quand  on  négligera  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  ou  d'un  ordre  supérieur  vis-à-vis  des  infiniment  petits 
du  premier  ordre.  Or  l'équation  linéaire  ainsi  obtenue  fournira,  pour 
le  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits  de  la  fonction 
donnée  et  de  la  variable,  une  fonction  nouvelle.  Cette  fonction  nou- 
velle est  précisément  celle  que  Lagrange  appelle  h\  fonction  dérivée.^). 
Elle  représente,  en  réalité,  la  limite  du  rapport  entre  les  accroisse- 
ment infiniment  petits  et  simultanés  de  la  fonction  et  de  la  variable. 
Mais,  au  lieu  de  lui  donner  cette  origine,  Lagrange  l'a  considérée 
comme  représentant  le  coefficient  de  l'accroissement  de  la  variable 
dans  le  premier  terme  de  l'accroissement  de  la  fonction  développée 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'ac- 
croissement de  la  variable. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  un  développement  en  série,  abstrac- 
tion l'aile  du  système  d'opérations  qui  a  pu  produire  ce  développe- 
ment, I;1  seul  moyen  de  savoir  si  le  développement  dont  il  s'agit 
appartient  à  une  fonction  donnée  est  d'examiner  si  cette  fonction 
équivaut  à  la  somme  de  la  série  supposée  convergente.  Par  suite  .  pour 

(')  La  méthode  de  maximii  ri  minimis,  donnée  par  Fermât,  peut  être  réduite  a  la 
recherche  du  rapport   qu'on  obtient  quan  I  on  divise,  par  un  accroissement  indéterminé 

attribué  a  une  variable,  l'accroissement  corres] lant  «le  la  fonction  qui  doit  devenir  un 

maximum  ou  un  minimum,  cl  à  la  détermination  de  la  valeur  particulière  qu'acquiert  ce 
rapport  quand  l'accroissemenl  de  la  variable  s'évanouit.  Or  cette  valeur  particulière, 
connue  Lagrange  en  a  fait  la  remarque,  est  encore  h  fonction  dérivée. 
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établir  sur  des  bases  rigoureuses  la  théorie  des  fonctions  dérivées,  telle 
que  Lagrange  l'a  conçue,  il  faudrait  commencer  par  faire  voir  que 
l'accroissement  d'une  fonction  quelconque  est,  sinon  dans  tous  les 
ras  possibles,  du  moins  sous  certaines  conditions,  la  somme  d'une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
l'accroissement  de  la  variable.  Or  la  démonstration  générale  d'un  sem- 
blable théorème  ne  peut  se  donner  a  priori  et  repose  nécessairement, 
même  dans  le  cas  où  les  accroissements  deviennent  infiniment  petits, 
sur  diverses  propositions  antécédentes;  d'où  il  résulte  que  ce  théo- 
rème doit  être  naturellement  considéré,  non  comme  le  principe  et  la 
base  du  Calcul  différentiel,  mais  comme  un  des  résultats  auxquels 
conduisent  les  applications  de  ce  calcul.  Aussi  les  difficultés  que  l'on 
rencontre,  quand  on  veut  déduire  la  notion  des  fonctions  dérivées  de 
la  considération  d'une  série  composée  d'un  nombre  infini  de  termes, 
se  trouvent-elles  à  peine  dissimulées  par  toutes  les  ressources  qu'a 
développées  le  génie  de  Lagrange  dans  le  premier  Chapitre  de  la 
Théorie  des  fonctions  analytiques. 

On  échappe  aux  difficultés  que  nous  venons  de  signaler  quand  on 
considère  une  fonction  dérivée  comme  la  limite  du  rapport  entre  les 
accroissements  infiniment  petits  et  simultanés  de  la  fonction  donnée  et  de 
la  variable  dont  elle  dépend.  En  adoptant  cette  définition,  on  pourrait, 
avec  quelques  auteurs,  nommer  différentielle  de  la  variable  indépen- 
dante l'accroissement  de  cette  variable,  et  différentielle  de  la  fonction 
donnée  le  produit  de  la  fonction  dérivée  par  la  différentielle  de  la 
variable.  On  pourrait  enfin,  lorsqu'une  même  quantité  dépend  de  plu- 
sieurs variables,  nommer  différentielle  totale  de  celte  quantité  la  somme 
des  différentielles  qu'on  obtiendrait  en  la  considérant,  successivement 
comme  fonction  de  chacune  des  variables  dont  il  s'agit.  Mais  alors  le 
sens  du  mot  différentielle,  loin  de  se  trouver  généralement  fixé,  en 
vertu  d'une  définition  simple  applicable  à  tous  les  cas  possibles,  exige- 
rail,  pour  être  complètement  déterminé,  que  l'on  expliquai  avec  pré- 
cision quelles  sont  les  variables  regardées  comme  indépendantes;  el 
si,  pour  fixer  les  idées,  on  s'occupait  uniquement  de  deux  variables 
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liées  entre  elles  par  une  seule  équation,  non  seulement  la  différentielle 
de  la  première  variable  serait  définie  autrement  que  la  différentielle 
de  la  seconde,  mais  déplus  la  définition  de  chaque  différentielle  varie- 
rait lorsqu'on  changerait  la  variable  indépendante-,  en  considérant 
tantôt  la  seconde  variable  comme  fonction  de  la  première,  tantôt  la 
première  comme  fonction  de  la  seconde. 

On  évitera  ces  inconvénients  si  l'on  considère  les  différentielles  de 
deux  ou  de  plusieurs  variables,  liées  entre  elles  par  une  ou  plusieurs 
équations,  comme  des  quantités  finies  dont  les  rapports  sont  rigoureuse- 
ment égaux  aux  limites  des  rapports  entre  les  accroissements  infiniment 
petits  et  simultanés  de  ces  variables.  Cette  définition  nouvelle,  que  j'ai 
adoptée  dans  mon  Calcul  différentiel  et  dans  le  Mémoire  Sur  les  Méthodes 
analytiques,  me  paraît  joindre  à  l'exactitude  désirable  tous  les  avan- 
tages qu'offrait,  sous  le  rapport  de  la  simplicité  et  de  la  généralité,  la 
définition  primitivement  admise  par  Leibnitz  et  par  les  géomètres  qui 
l'ont  suivi.  A  la  vérité,  les  différentielles  de  plusieurs  variables  ne  se 
trouvent  pas  complètement  déterminées  par  la  définition  nouvelle;  et 
cette  définition,  lors  même  que  toutes  les  variables  se  réduisent  à  des 
fonctions  de  l'une  d'entre  elles,  détermine  seulement  les  rapports 
entre  les  différentielles  de  ces  diverses  variables.  Mais  l'indétermina- 
tion qui  subsiste  est  plutôt  utile  que  nuisible  dans  les  problèmes  qui 
se  résolvent  à  l'aide  du  Calcul  infinitésimal,  attendu  qu'elle  permet 
toujours  de  disposer  arbitrairement  au  moins  d'une  différentielle;  et 
d'ailleurs  c'est  précisément  en  vertu  de  cette  indétermination  même 
que  la  définition  nouvelle  embrasse,  comme  cas  particuliers,  les  défi- 
nitions diverses  qu'offrirait,  pour  divers  systèmes  de  variables  indé- 
pendantes, la  théorie  que  nous  rappelions  tout  à  l'heure.  En  vertu  de 
la  nouvelle  définition,  les  divers  systèmes  de  valeurs  que  peuvent 
acquérir  les  différentielles  de  plusieurs  variables,  liées  entre  elles  par 
des  équations  données,  restent  évidemment  les  mêmes,  quelles  que 
soient  celles  de  ces  variables  que  l'on  considère  comme  indépendantes, 
et  ces  équations  différentielles,  c'est-à-dire  les  équations  linéaires 
auxquelles  satisfont  ces  divers   systèmes   de   râleurs,    ne   sont    plus, 
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comme  dans  la  théorie  de  Leibnitz,  des  équations  approximatives, 
niais  des  équations  exactes. 

Pour  écarter  complètement  l'idée  que  les  formules  employées  dans 
le  Calcul  différentiel  sont  des  formules  approximatives  et  non  des  for- 
mules rigoureusement  exactes,  il  me  [tarait  important  de  considérer 
les  différentielles  comme  des  quantités  Unies,  en  les  distinguant  soi- 
gneusement des  accroissements  infiniment  petits  des  variables.  La 
considération  de  ces  derniers  accroissements  peut  et  doit  être  em- 
ployée, comme  moyen  de  découverte  ou  de  démonstration,  dans  la 
recherche  des  formules  ou  dans  l'établissement  des  théorèmes.  .Mais 
alors  le  calculateur  se  sert  des  infiniment  petits  comme  d'intermé- 
diaires qui  doivent  le  conduire  à  la  connaissance  des  relations  qui 
subsistent  entre  des  quantités  finies,  et  jamais,  à  mon  avis,  des  quan- 
tités infiniment  petites  ne  doivent  être  admises  dans  les  équations 
finales,  où  leur  présence  deviendrait  sans  objet  et  sans  utilité. 

D'ailleurs,  si  l'on  considérait  les  différentielles  comme  des  quan- 
tités toujours  très  petites,  on  renoncerait  par  cela  même  à  l'avantage 
de  pouvoir,  entre  les  différentielles  de  plusieurs  variables,  en  prendre 
une  pour  unité.  Or,  pour  se  former  une  idée  précise  d'une  quantité 
quelconque,  il  importe  de  la  rapporter  à  l'unité  de  son  espèce.  Il 
importe  donc  de  choisir  une  unité  parmi  les  différentielles.  Ajoutons 
(ju'un  choix  convenable  de  cette  unité  suffît  pour  transformer  en  dif- 
férentielles ce  qu'on  appelle  des  fonctions  dérivées.  En  effet,  en  vertu 
des  définitions  adoptées,  la  dérivée  d' une  fonction  est  ce  que  devient  sa 
différentielle  quand  la  différentielle  de  la  variable  indépendante  est  prise 
pour  unité. 

Remarquons  encore  que  la  considération  d'une  variable,  dont  la 
différentielle  est  prise  pour  unité,  simplifie  l'énoncé  de  la  définition 
que  nous  avons  donnée  pour  les  différentielles  en  général  et  permet 
de  réduire  celle  définition  aux  termes  suivants  : 

La  différentielle  d'une  variable  quelconque  est  la  limite  du  rapport 
entre  les  accroissements  infiniment  petits  (pie  peuvent  acquérir  simultané- 
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ment  la  variable  dont  il  s  agit  et  la  variable  dont  la  différentielle  est  prise 
pour  unité. 

Si  l'on  nomme  variable  primitive  celle  de  laquelle  toutes  les  autres 
sont  censées  dépendre,  et  dont  la  différentielle  est  prise  pour  unité, 
la  différentielle  d'une  variable  quelconque  ne  sera  autre  chose  que  la 
limite  du  rapport  entre  les  accroissements  infiniment  petits  et  simultanés 
de  cette  variable  cl  de  la  variable  primitive. 

La  définition  précédente  fournit  le  moyen  de  démontrer  fort  simple- 
ment les  propositions  fondamentales  du  Calcul  différentiel,  et  en  par- 
ticulier les  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  différentiation  des  fonc- 
tions de  fonctions  et  des  fonctions  composées.  C'est  ce  que  j'explique 
dans  le  Mémoire  ci-joint,  qui  sera  publié  prochainement  dans  les 
Exercices  d' Analyse  et  de  Physique  mathématique .  Un  autre  Mémoire, 
dont  je  donnerai  un  extrait  dans  un  second  article,  a  pour  but  de 
montrer  les  avantages  que  peut  offrir,  dans  le  calcul  des  variations, 
l'application  des  mômes  principes,  et  spécialement  la  considération 
d'une  variable  primitive,  dont  la  variation  serait  prise  pour  unité. 


219. 

Analyse  mathématique.  —  Note. 
C.   II.,   T.   XVII,   p.    3;o  (28   août  18  jl). 

Après  la  lecture  du  procès-verbal,  .ïï.  Gauchy  demande  la  parole  et 
reproduit  l'observation  qu'il  a  présentée  dans  la  séance  précédente. 
M.  Laurent  avait  annoncé  que,  des  considérations  développées  dans  sa 
Note,  il  déduii  un  moyen  d'opérer  la  séparation  des  modules  des  racines 

d'une  équation  algébrique,  sans  recourir  à  l'équation  aux  carrés  des 
différences,  ni  au  théorème  de  .M.  Sturm.  M.  Cauchya  remarqué  à  <c 

sujet  que,  dans  de  précédents  .Mémoires,  il  s'était  occupé  lui-même  de 
cette  séparation.  Kn  effet,  non  seulement  .M.  Cauchy  a  donné,  en  i8i3, 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  3 
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un  théorème  à  l'aide  duquel  on  peut  déterminer  directement  le  nombre 

des  racines  positives  et  le  nombre  des  racines  négatives  d'une  équation 
de  degré  quelconque,  et,  en  conséquence,  opérer  la  séparation  des 
racines  réelles,  qui  se  déduit  aussi  du  théorème  donné  plus  récemment 
par  M.  Sturm;  non  seulement  Y  Analyse  algébrique  de  M.  Cauchy  ren- 
ferme un  autre  théorème  qui  fournit  assez  facilement  une  limite  de  la 
plus  petite  différence  qui  existe  entre  deux  racines  réelles,  mais  de 
plus,  dans  les  Comptes  rendus  de  1837,  M.  Cauchy  a  prouvé  :  i°  qu'on 
peut  développer  immédiatement  en  séries  convergentes  les  racines 

d'une  équation  algébrique 

f(#)  =  o, 

dans  le  cas  où  ces  racines  sont  toutes  réelles;  20  que,  dans  le  cas  con- 
traire, on  peut  décomposer  l'équation  en  quatre  autres  dont  deux 
n'offrent  plus  que  les  seules  racines  réelles  de  la  proposée,  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  positives  ou  à  des  valeurs  négatives  de  f'(cc). 


22(îî 

Analyse  mathématique.    —   Sur  un  emploi  légitime  des  séries  divergentes. 
C.  R.,  T.  XVII,  p.  3;o  (28  août  i84'3). 

Les  géomètres  reconnaissent  généralement  aujourd'hui  les  dangers 
que  peut  offrir  l'introduction  des  séries  divergentes  dans  l'Analyse,  et 
ils  admettent  avec  raison  que  ces  séries  n'ont  pas  de  sommes.  Toute- 
lois  la  série  employée  par  Stirling,  pour  la  détermination  approxima- 
tive du  logarithme  d'un  produit  dont  les  facteurs  croissent  en  pro- 
gression arithmétique,  et  d'autres  séries  divergentes  du  même  genre 
fournissent  effectivement,  quand  on  lesarrète  après  un  certain  nombre 
de  termes,  des  valeurs  approchées  des  fonctions  dont  elles  repré- 
sentent les  développements.  Il  était  important  d'examiner  s'il  es!  pos- 
sible de  rendre  légitime  l'emploi  île  semblables  séries,  et  de  fixer  les 
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erreurs  commises  en  raison  de  cet  emploi.  M'étant  occupé  de  celte 
question,  je  suis  parvenu  à  reconnaitre  que,  dans  la  série  de  Stirling 
et  dans  une  multitude  d'autres  séries  du  même  genre,  le  premier  des 
termes  négligés  représente  précisément  une  limite  supérieure  à  l'erreur 
commise.  Cette  proposition  très  simple  se  démontre  aisément  à  l'aide 
des  considérations  suivantes. 

La  propriété  que  je  viens  d'indiquer  appartient  évidemment  à  une 
progression  géométrique,  dont  les  divers  termes,  supposés  réels,  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs.  Il  est  aisé  d'en  conclure  qu'elle 
appartient  à  toute  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
d'une  variable,  et  produite  par  le  développement  d'une  fraction  ration- 
nelle, ou  même  d'une  fonction  transcendante,  décomposable  en  frac- 
tions simples,  dans  le  cas  où  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  cette 
fonction  à  l'infini  n'offre  que  des  racines  réelles  négatives,  ou  des 
racines  imaginaires  dont  les  parties  réelles  s'évanouissent.  Donc  la 
même  propriété  appartiendra  encore  aux  développements  d'intégrales 
définies  prises  à  partir  de  l'origine  zéro,  et  dans  lesquelles  de  sembla- 
bles fonctions  se  trouveraient  multipliées,  sous  le  signe  f,  par  des 
fadeurs  qui  resteraient  toujours  positifs  entre  les  limites  des  intégra- 
tions. Or  la  série  de  Stirling  est  précisément  le  développement  d'une 
telle  intégrale.  Quand  on  arrête  cette  série  dès  ses  premiers  termes, 
en  négligeant  tous  ceux  qui  renferment  les  nombres  de  Bernoulli, 
la  règle  que  nous  avons  énoncée  reproduit  un  résultat  obtenu  par 
M.  Liouville. 

Les  principes  que  je  viens  d'exposer  suffisent  pour  mettre  en  évi- 
dence les  avantages  que  peut  offrir  l'emploi  de  la  série  de  Stirling  et 
de  plusieurs  autres  séries  de  même  nature,  malgré  leur  divergence. 
Ainsi,  en  particulier,  il  résulte  de  ces  principes  que  la  série  de  Stir- 
ling fournit  la  valeur  approchée  du  logarithme  d'une  intégrale  eulé- 
rieniie  de  seconde  espèce,  c'est-à-dire  du  logarithme  de  la  fonction 
T(n),  lorsque  la  base  //  surpasse  le  nombre  10,  avec  une  approxima- 
tion telle  que  l'erreur  commise  est  inférieure  à  deux  unités  de  l'ordre 
du  vingt-septième  chiffre  décimal.  On  comprend  qu'une  approxima- 
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lion  si  grande  dépasse  de  beaucoup  celle  que  l'on  se  propose  généra- 
lement dans  les  évaluations  numériques  des  quantités. 

Analyse. 

Supposons  la  variable  x  et  la  quantité  k  positives.  On  aura  généra- 
lement 


(>) 
el 


x" 


k  +  x       k       k*       '"'      k"    ~  k"{k  +  x) 


xn  x" 

(2)  /■„,/.     ,      ..,< 


/."(/>  +  x)     "  /."  +  ' 

Donc,  si  une  progression  géométrique,  dans  laquelle  les  divers  termes 
supposés  réels  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  est  arrêtée  après 
un  certain  nombre  de  termes,  le  premier  des  termes  négligés  représente/ a 
une  limite  supérieure  à  l'erreur  commise  qui  sera  d'ailleurs  affectée  du 
même  signe  que  ce  terme.  La  même  propriété  appartiendra  évidemment 
ii  toute  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  va- 
riable positive  x,  et  produite  par  le  développement  d'une  fonction 
rationnelle  ou  transcendante  i\x)  qui  serait  décoinposable  en  frac- 
tions simples  de  la  forme 

h 
k  -t-  x' 

li  et  /•  étant  positifs,  ou  de  la  forme 

h 

k-  -+-  x-  ' 

h  étant  positif  et  k  réel. 

En  général,  soit  f(a?)  une  fonction  algébrique  ou  transcendante, 
mais  telle  que  l'équation 

(3) 


Ux) 


offre  seulement  des  racines  réelles  négatives,  ou  des  racines  imagi- 
naires dont  les  parties  réelles  s'évanouissent.  Alors,  en  supposant  que 
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les  résidus 

C/a;  —  s        C^(i  —  zx)  {:■) 

offrent  des  valeurs  déterminées,  on  aura  (voir  le  Ier  Volume  des  Exer- 
cices de  Mathématiques,  p.  1 36)  (') 


(4)  <■(•*) 


çiU*))  ,  r 


f 


<--  .#  —  S      '     C"  (  I  —  327  )  (s) 

Or,  si  dans  le  second  membre  de  la  formule  (4)  on  développe  le  rap- 
port—-^— en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  x,  si  d'ailleurs  chacun  des  résidus  partiels  de  f(V)  est  positif,  on 
obtiendra  un  développement  de  f(#)  qui  jouira  encore  de  la  propriété 
indiquée.  Ajoutons  que  le  développement  correspondant  d'une  inté- 


grale de  la  forme 


n 


(5)  I      uf(x)  dx 

jouira  encore  de  la  même  propriété,  si  le  facteur  //  reste  constamment 
positif  entre  les  limites  x  =  o,  x  =  a. 

Si  toutes  les  racines  de  l'équation  (3)  devenaient  imaginaires,  la 
partie  réelle  de  chacune  d'elles  étant  nulle,  la  propriété  indiquée 
appartiendrai!  encore  au  développement  de  toute  intégrale  de  la 
forme 


f  «f(- 


(6)  /       u\'{.r)r/.r, 

J  a 

pourvu  que  le  facteur  ne  changeât  pas  de  signe  entre  les  limile>  de 
l'intégration. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 

ex —  i         i  —  e~x 

l'équation  (3),  réduite  à 

ex—  i, 
i  '  i  Œuvres  de  Caucfiy,  S.  II,  T.  VI.  p.  172. 
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aura  pour  racines  les  logarithmes  réels  et  imaginaires  de  l'unité,  c'est- 
à-dire  les  diverses  valeurs  de 


2  n  y.  \'  —  i , 


correspondantes  à  des  valeurs  entières  positives,  nulles  ou  négatives 
de  n.  Alors  l'équation  (4)  donnera 


i  i        i  i  i 


1  —  e    ■  X  2  x  —  2  7T\/—  I  X  —  l\T.  \j — •  l 

I  I 


X  -+-  2TÏ\/~  i         x-*r!\tz\J —  I 

et,  par  suite, 


i/i  ii 


x  \  i  —  e~x       x        2 


L-rM-  {-m)1  +  x*-h  {^ny-  +'  '   J" 


Donc,  si  l'on  prend 

f(^)  =  -f— — ---- 
x  \  i  —  e~x        x       2 

la  fonction  f(x)  sera  décomposable  en  fractions  de  la  forme 

2 


x2-\-  k'2 
et  jouira  de  la  propriété  indiquée.  Cela  posé,  représentons  par 

Cl»         C2>         C3»  •    •   • 

les  nombres  de  Bernoulli,  en  sorte  qu'on  ait 


i 

6'  ~2-3o'  ",— 45' 


c1=-,  c2=2-,  c3=  — , 


Non  seulement  on  trouvera,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les 

limitCS  X  —  —  27Ï,  3?  =  271, 

,]  x\i-e-*       x       2)-  2        2.3.4  2.3.4.5.6  '••' 


in 


ais,   de  plus,   on   trouvera  généralement,  pour  des  valeurs  quel- 
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conques  de  x, 


i  /      i  ii 


x  \  i  —  e~*       x       2 

(8)  <: 


C/i       'viS  /-*      /y»-*  /i  -y*  -  "'  —  2 


+  9. 


2       2.3.4       2.3.4.5.6  2.3./(...2//i         2. 3. 4...  {2m  -+-  2) 

0  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Donc,  par  suite,  si  la 
lettre  u  désigne  une  fonction  réelle  de  x  qui  ne  change  pas  de  signe 
entre  les  limites  x  =  a,  x  =  b,  on  aura 


\  J      x  \  1  —  e~x       x       2 


)  dx 

=  ^  f   udx %-  f   ux*dx  +  ...±      0C'"  --  f   ux*m-*dx 

2     /  2.3.4J,  2.3...2/HJ 


0 


2 . 3 .  .  .  (  2  m  -4-  2  ) 


f    uxlmdx, 

J  a 


0  désignant  encore  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 

Faisons  voir  maintenant  comment  la  formule  (9)  peut  être  appli- 
quée à  la  détermination  du  logarithme  d'une  intégrale  eulérienne  de 
seconde  espèce  dont  la  base  est  n,  c'est-à-dire  du  logarithme  de  la 
fonction  de  n  que  Legendre  a  désignée  par  T(n). 

Si  l'on  pose 

(  i o )  1  r (  n  )  =  (  n  —  { )  1  n  —  n  -+-  \  1  2  7:  +  nr  (  n  ), 

la  valeur  de  us{  //  )  sera  donnée  par  la  formule 


(•o  •<»>=j("(ï^- s -£)•- 


.'■ 


que  M.  Binet  a  obtenue  le  premier  dans  son  .Mémoire  sur  les  intégrales 
eulériennes.  Cela  posé,  comme  on  aura  généralement 


1 


1.2.3...'./// 

xi"le-'ixdx=  r— -, > 


24  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADÉMIE, 

l'équation  (9)  donnera 

(12)    j 

l2ffl  +  !)(2JB+  2)/i2"'+' 

0  désignant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Si,  dans  l'équa- 
tion (12),  on  pose  m  =  i,  on  obtiendra  une  formule  obtenue  par 
M.  Liouville,  savoir, 

(i3)  m{n)  =  e—  » 

2/< 


en  sorte  qu'on  aura 


b  2« 


Si  l'on  supposait,  dans  la  formule  (9),  non  seulement  a  =  0,  Z>  =  oc, 
mais,  de  plus,  u  =  xke~"x,  k  étant  un  nombre  positif  quelconque,  cette 
formule  donnerait 


/     (  ! —  -  I  ^/'_l  e~"xdx 

j      \i  —  e~x       x       2/ 


(\f\     1        -  c'  r(/>'  +  1^  c-2      r  (  A-  -h  3  )    |         _,_         cm         T(k-h9.ni  —1) 


1       nA+1  2.3.4        "/l+3  2. 3...  2  m         /i*+-»i«-i 

Ï0 


c„+I         ru-  ■+-  2/»  -+- 1) 


2.3...(2OT-+-  2)  b*+««+1 

0  désignant  toujours  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Comme  on  a  d'ail- 
leurs généralement 

=  1  +  e~x  -t-  e~-x  -+-  .  .  . , 

1  —  a-* 

on  tirera  de  la  formule  (i4)>  cn  supposant  />>i, 


z/7'-1       2  n*        2       «*"  2.3.4       "A+3 

_^        cm         r(A  +  2/n-i)_û  c,n+.,  r(A:4-2/w      i) 


2.3. ..am         «*+•»«-»        ■+"     2.3. .  .(am  +  a)        n*+*'»-H 
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Lorsque  k  est  renfermé  entre  les  limites  i  et  2  et  que  le  nombre  // 

devient  très  considérable,  la  formule  (i5)  fournit  le  moyen  de  déter- 
miner très  facilement  et  avec  une  grande  approximation  la  somme 


(n-t-i)"        (n  -+-  2)' 


221. 

Calcul  intégral.   —   Recherches  sur  les  intégrales  eulériennes. 
C.  H.,  T.  XVIi.  |>.  37»  (28  août  1843  |. 

(les  recherches,  particulièrement  relatives  aux  intégrales  eulé- 
riennes de  seconde  espèce,  seront  publiées  dans  les  Exercices  d'Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique  (').  Elles  m'ont  conduit  à  démon- 
trer fort  simplement  quelques  théorèmes  qui  paraissent  dignes  de 
remarque,  et  desquels  on  déduit  sans  peine  diverses  propriétés  con- 
nues de  la  fonction  T(/M.  Pour  donner  une  idée  de  ces  théorèmes,  je 
nie  bornerai  à  citer  le  suivant. 

Si  le  polynôme 

A rz  +  \>  i  +  C -y  -+-..., 

1  —  ix  1  _  /"  1  —  1  i 

dans  lequel  d,  b,  c,  . .  .,  a,  6,  y,  . . .  désignent  des  exposants  positifs, 
et  A,  H,  C,  ...  des  coefficients  constants,  se  réduit  à  une  fonction 
linéaire  des  puissances  positives  de  la  variable  /,  c'est-à-dire  à  une  ex- 
pression de  la  forme 

h,  k  étant  des  exposants  positifs,  et  II,  K,  ...  des  quantités  constantes; 
alors  l'équation 

(n  \     ^75  +  B       U  +  C      "   .. +...=  H/''~lv/*  +  ... 

1  —  iL  1  —  /"         1  —  1  ■ 

I  '  |  OEuvres  de  Caucliy,  S.  II.  T.  XII. 

OEuvres  de  C.        S.  I.  t.  VIII.  l 
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entraînera  la  suivante 


Air(5)  +  Bir(»)  +  cir(£ 


(  = 1  2  71  —  Il  I  II  —  K  1  /. 

1  >"» 


Ainsi,  par  exemple,  l'équation 

r  —  t" 


-A(ï-i)l.-l.(»-l)l«-.... 


I—   t 

de  laquelle  on  tire 


i  +  t-+-  f2~K  •  • -'-  /"    ', 


/  ,  ^,<+l  fru-ri  -\  f  i 

entraînera  la  formule 

<«    ln;:)^r(^)  +  ...  +  lr(^^i)-1r,^  =  ^II,-f,-i 

et,  par  conséquent,  la  formule 

ri  -\  r^a+  '  \      r/  "  +  _      '  \  "   ' 

M./JM      *  "  r"1  1  «         '        (air)   J 


(5) 

qui  a  élé  donnée  par  il.  Gauss. 


i 
ti  — 

n     - 


222. 

Analyse    pranscendante.      -  Note  sur  des   théorèmes   nouveaux   et 

de   nouvelles  formules  qui  se  déduise  ni  de  quelques  équations 

symboliques. 

C.  I!..  r.  XVII,  p.  ">::  i  *8  août  i s , ■;  i. 

Maclaurin  a  donné  une  formule  à  l'aide  de  laquelle  une  intégrale 
aux  différences  finies  se  transforme  en  une  intégrale  aux  différences 
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infiniment  petites,  qui  s'ajoute  à  la  somme  d'une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  l'accroissement  de  la  variable.  Or, 
pour  obtenir  cette  formule,  il  suffit  de  recourir  à  l'équation  symbo- 
lique qui  existe  entre  les  lettres  caractéristiques  A,  D,  dont  l'une  sert 
à  indiquer  une  différence  finie,  l'autre  une  (onction  dérivée;  et  de  dé- 
velopper .  suivant  les  puissances  ascendantes  de  I).  Il  y  a  plus:  on 

pourra  développer  pareillement,  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  la  lettre  I),  une  fonction  rationnelle  symbolique  qui  aurait  pour 
numérateur  l'unité  et  pour  dénominateur  une  fonction  entière  de  1. 
Enfin  on  pourra  décomposer  une  fraction  rationnelle  de  celte  espèce 
en  fractions  simples  dont  chacune  ait  pour  dénominateur  une  fonction 
linéaire  de  I).  Les  formules  obtenues,  comme  on  vient  de  le  dire, 
pourront  servir  à  développer  l'intégrale  d'une  équation  linéaire  aux 
différences  finies,  qui  aura  pour  second  membre  une  fonction  donnée 
de  la  variable,  en  une  série  dont  chaque  ternie  sera  proportionnel,  ou 
;i  l'une  des  dérivées  de  cette  fonction,  ou  à  l'intégrale  d'une  équation 
différentielle  linéaire  du  premier  ordre.  Toutefois,  ces  formules,  ainsi 
déduites  d'une  équation  symbolique,  ne  pourront  encore  être  consi- 
dérées comme  rigoureusement  établies,  la  méthode  qui  les  aura  l'ail 
découvrir  n'étant  en  réalité  qu'une  méthode  d'induction,  cl  l'on  doit 
même  observer  que  cette  méthode  ne  paraît  nullement  propre  à  faire 
connaître  dans  quel  cas  chaque  série  sera  convergente,  el  sous  quelles 
conditions  chaque  formule  subsistera.  Or  ces  dernières  questions  se 
résoudront  assez  facilement,  dans  beaucoup  de  cas,  à  l'aide  des  consi- 
dérations suivantes. 

D'abord,  pour  obtenir  les  règle»  de  la  convergence  des  séries,  il  suf- 
fira souvent  de  recourir  à  deux  théorèmes  que  j'ai  démontrés,  l'un 
dans  VAnafyse  algébrique,  page  \\\  (  '  ),  l'autre  dans  le  Mémoire  de 
[83i  sur  la  Mécanique  céleste  |  ■  i.  A  l'aide  île  ces  deux  théorèmes,  on 
prouvera  aisément,  par  exemple,  que  la  série  donnée  par  Maclaurin 

OEiwres  de  Cauchj;  S.  II.  T.  III. 
îhid.,  S.  II,  T.  XV. 
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comme  propre  à  représenter  le  développement  d'une  intégrale  aux 
différences  finies  reste  convergente  jusqu'au  moment  où  le  module  de 
l'accroissement  de  la  variable  atteint,  non  pas  la  limite  pour  laquelle 
cesse  la  convergence  de  la  série  de  Taylor,  quand  on  y  supprime  dans 
chaque  terme  les  diviseurs  numériques,  mais  une  limite  inférieure 
qui  sera  le  rayon  d'une  circonférence  représentée  par  la  première. 
D'ailleurs  cette  limite  inférieure  sera  nulle,  excepté  dans  le  cas  où  la 
série  de  Taylor  restera  toujours  convergente;  et,  par  conséquent,  ce 
dernier  cas  sera  le  seul  dans  lequel  il  y  aura  lieu  d'examiner  si  la  série 
en  question  est  convergente  elle-même. 

Les  lois  de  la  convergence  des  séries  étant  connues,  pour  établir  en 
toute  rigueur  les  formules  elles-mêmes  dans  le  cas  où  les  séries  seront 
convergentes,  il  suffira  ordinairement  de  recourir,  soit  au  théorème 
de  Fourier,  soit  à  celui  qui  permet  de  transformer  une  fonction  quel- 
conque en  une  intégrale  prise  entre  les  limites  —  tt,  +  it. 

Au  reste,  je  développerai  dans  un  nouvel  article  quelques-unes  des 
nombreuses  conséquences  des  principes  que  je  viens  d'énoncer,  et 
j'examinerai,  en  particulier,  la  formule  qu'on  obtient  quand  on  dé- 
compose i  en  fractions  simples,  dont  chacune  a  pour  dénominateur 
nue  fonction  linéaire  de  D. 


223. 

Calcul  intégral.  —  Mémoire  sur  l'emploi  des  équations  symboliques  dans 
le  Calcul  infinitésimal  et  dans  le  calcul  aux  différences  finies. 

C.  Et.,  T.  XVII,  p.  149  (4  septembre  iS|S  i. 

Le  IIe  Volume  de  mes  Exercices  de  Mathématiques  (')  renferme  un 
article  sur  l'analogie  des  puissances  et  des  différences  dans  lequel, 
après  avoir  rappelé  les  travaux  remarquables  de  M.  Brisson,  relatifs  à 

(i)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  VII.  p.  198  et  suiv. 
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«•et  objet,  j'ai  spécialement  examiné  l'emploi  que  l'on  peut  l'aire  des 
caractéristiques  I)  et  A  dans  l'intégration  des  équations  linéaires  an\ 
différences  finies  ou  infinimenl  petites,  mêlées  ou  non  mêlées  et  it 
coefficients  constants.  Parmi  les  formules  que  j'ai,  dans  cet  article, 
établies  et  démontrées  en  tonte  rigueur,  celles  qui  se  rapportent  aux 
équations  linéaires  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  se  trou- 
vaient déjà  dans  le  Mémoire  de  M.  Brisson.  D'ailleurs,  il  suffit  d'ap- 
pliquer la  notation  du  calcul  des  résidus  aux  diverses  formules  que 
j'avais  obtenues  pour  en  déduire  les  intégrales  générales  des  équations 
linéaires  et  à  coefficients  constants,  aux  différences  finies  ou  infini- 
ment petites,  sous  la  forme  d'expressions  symboliques  très  simples, 
et  pour  retrouver  ainsi  la  formule  que  j'ai  donnée  dans  le  Volume 
déjà  cité,  page  2i3(1  ),  ou  les  résultais  du  même  genre  donnés  à  Rome 
par  .M.  l'abbé  Tortolini. 

Les  formules  que  j'avais  démontrées  dans  l'article  ci-dessus  men- 
tionné renferment  seulement  des  fonctions  rationnelles  des  lettres 
caractéristiques  1)  et  A.  Ces  formules  sont  généralement  vraies  et  sub- 
sistent dans  tous  les  cas  possibles.  Mais  on  ne  saurait  en  dire  autant 
des  formules  auxquelles  on  parvient  lorsqu'on  développe  ces  fonctions 
en  séries  composées  d'un  nombre  infini  de  termes,  comme  l'avait  pro- 
posé M.  Brisson,  ou  lorsqu'on  fait  entrer,  avec  cet  auteur  et  avec 
Poisson,  les  lettres  caractéristiques  sous  des  signes  d'intégration.  Il 
était  important  d'examiner  sous  quelles  conditions  subsistent  de  telles 
formules,  qui  sont  quelquefois  exactes  et  quelquefois  inexactes.  Or,  je 
suis  parvenu  à  reconnaître  qu'il  y  a  heureusement  un  moyen  simple  cl 
facile  de  résoudre  généralemenl  celle  question.  Le  moyen  dont  il  s'agil 
consiste  à  substituer  les  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  dans  les 
équations  auxquelles  ces  inconnue:,  doivent  satisfaire  et  à  examiner 
si  ces  équations  sont  ou  ne  sont  pas  vérifiées,  en  ayant  soin  d'assu- 
jettir les  séries  introduites  dans  le  calcul  à  demeurer  toujours  conver- 
gentes. (Test  ainsi  que  j'ai  obtenu  diverses  formules  que  j'indiquerai 

OEuvres  de  Caucliy,  S.  II.  T.  VII.  y.  >'iX. 
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ci-après.  Parmi  ces  formules,  il  en  est  une  surtout  qui  me  paraît  digne 
de  remarque,  savoir,  celle  qui  sort  à  transformer  une  intégrale  aux 
différences  finies  en  une  série  d'intégrales  aux  différences  infiniment 
petites. 

Analyse. 

Soient 

□  ,    ^ 

deux  fonctions  entières  des  lettres  caractéristiques 

l),    A. 
ou  plus  généralement  des  lettres  caractéristiques 

l),,    l)r,    il,    ...,    A„    Av,    A;,    ..., 

qui  indiquent  des  fond  ions  dérivées  et  des  différences  finies  relatives 
à  diverses  variables  x, y,  :■,  ....  Supposons  d'ailleurs  que 

□„    □„    -..,    v„    v.„    ... 

désignant  d'autres  fonctions  entières  tics  mêmes  lettres  caractéristiques 
et  V  ,  Vw,  . . .  étant  des  diviseurs  de  la  fonction  V,  on  ait 

dans  le  cas  où  l'on  considère  ces  lettres  caractéristiques  comme  de 
véritables  quantités.  Enfin,  soi t 

i  2  |  K       / 1  x,  y,  z,  .  .  .  ) 

une  fonction  quelconque  des  variables  x,  v,  s On  sera  naturelle- 
ment porté  ;i  croire  que  l'équation  (  i  )  entraîne  la  suivante 

?-K       !^   Iv   i    ^K  +  ..., 

dans  laquelle  les  notai  ions 
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représentent  les  valeurs  de 

777,      m,,      gt,, 

propres  à  vérifier  les  équations  aux  différences  finies  ou  infiniment 
petites 

(4)  Vrs  =  DK, 

V  m  :    g  k,         ?„&„=  D,,K 

Or,  pour  décider  si  la  formule  (3)  est  exacte  ou  inexacte,  il  suffira 
d'examiner  si  l'on  vérifie  ou  non  l'équation  (  \  )  en  prenant 

(  6  )  gt  =  rs,  -+-  cr,,  -t- 

Cela  posé,  concevons  d'abord  que  les  termes  compris  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (3)  soient  en  nombre  fini.  On  tirera  de  celle 
formule 
»  V  V 

(7)  D  =  s-n,+  =-n,+..., 
et,  par  suite, 

(8)  gk=  ~g  K+  ^q,x  +  ..., 

puis,  eu  égard  aux  équations  (  5  ), 
g  DK  =  Vis,  t-  Vn„  +  . . . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

i"  V*  nr    -    m,  -4-.  .  .  i  ]K. 

Donc  alors  la  valeur  de  rr  donnée  par  la  formule  (6)  vérifiera  l'équa- 
tion (  1  i,  comme  nous  l'avons  reconnu  dans  le  IIe  Volume  des  Exercices 
de  Mathématiques  ('). 

Lorsque  y  se  réduit  à  une  fraction  rationnelle  de  la  seule  caracté- 
ristique 1)  ou  A,  on  peut,  a  l'aide  du  calcul  des  résidus,  décomposer 
immédiatement  cette  fraction  rationnelle  en  fractions  simples,  et  obte- 

OEuvrct  de  Cauchy,  >.  II.  T.  Vil. 
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,,,,•  ainsi  une  équation  de  la  nature  de  l'équation  (i).  En  effet,  soient 
f(x),  V(-r)  deux  fonctions  entières  de  a;,  el  supposons,  pour  plus  de 
commodité,  le  degré  de  la  première  fonction  inférieur  à  celui  de  la 
seconde.  On  aura  généralement 

f(*0   _  r_L_(i^  I. 

(")  V(x)~*~'x  —  '\F{r)) 

Or,  si  dans  la  formule  (n)  on  remplace  successivement  la  variable  x 
par  les  caractéristiques  D  et  A  considérées  comme  propres  à  indiquer 
une  dérivée  et  une  différence  relative  à  cette  même  variable,  on  ob- 
tiendra deux  formules  analogues  à  la  formule  (i),  et  les  équations 
correspondantes  qui  se  présenteront  à  la  place  de  l'équation  (3)  seront 

f(D)  K_  f     K     (Urlï 
(I2)  F(TJ)  <^I)-rU(^)J 

f(A)  r      K     (f(r)\ 

F(A)  «-'A  — l'UvJ 


D'ailleurs 


K  ,         K 

et 


D  _  ,.  a  -  r 


représenteront  les  deux  valeurs  de  u  propres  à  vérifier  les  deux  équa- 
tions linéaires 

(D-/-)k7=K,        (A  —  r)rs  =  K; 

de  sorte  qu'en  posant,  pour  abréger,  A.r  =  h,  on  trouvera 

K      =  erx  fe-r*Kdxt  *-  =  (i  +  r)î_1  T(i  +  rp  K. 

D  —  r  -'  A  — r  — - 

Donc  les  formules  (12),  (i3)  donneront 

11  F(D)  ^\F(r)J      ■/ 

F  (A)  <^^F(/-)J  ^ 

Donc  on  vérifiera  l'équation  différentielle 

F(D)cr      f(D)K 
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en  posant 

(.7)  Ts=L{w$]\erxfe~rxYidoc' 

et  l'équation  aux  différences  finies 

(18)  F(A)nr  =  f(A)K 

en  posant 

(■9)  ^=£(^)(«+'-r'2('+'-r"K- 

Si,  dans  les  formules  (17),  (19)»  on  réduit  la  fonction  f(/-)  à  l'unité, 
on  retrouvera  les  deux  équations  symboliques  qui  ont  été  données, 
l'une  par  moi-même  dans  le  IIe  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques, 
page  2i3  ('),  l'autre  par  M.  l'abbé  Tortolini,  comme  propres  à  repré- 
senter l'intégrale  générale  d'une  équation  différentielle  ou  aux  diffé- 
rences finies,  linéaire  et  à  coefficients  constants. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'en  posant  f(r)  =  1  et  K  =  /(x) 
on  assujettisse  l'inconnue  cr  de  l'équation 

(20)  F(D)5y  =  /(a?) 

à  s'évanouir  avec  ses  dérivées  d'un  ordre  inférieur  au  degré  a  de  la 
fonction  F(/*),  pour  x  =  x,  x  étant  une  valeur  particulière  de  la  va- 
riable x;  alors  on  tirera  de  l'équation  (19) 


ra^o 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Pareillement,  si  l'on  assujettit  l'inconnue  a  de  l'équation 

(22)  F(A)ST=/(tf) 

(i)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  IL  T.  VII.  p.  258. 
Œuvres  de  C—  S.l,  t.  VIII. 
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;i  s'évanouir  avec  les  différences  finies  d'un  ordre  inférieur  au  degré  n 
de  la  fonction  F(r),  pour  x  =  x,  on  tirera  de  la  formule  (  fq) 

Les  formules  (21),  (23)  fournissent  le  moyen  de  transformer  en 
intégrales  simples  les  intégrales  multiples  aux  différences  finies  ou 
infiniment  petites,  dans  lesquelles  toutes  les  intégrales  se  rapportent 
à  une  seule  variable.  En  effet,  si  l'on  pose  F(r)  =  /•",  les  valeurs  de  r> 
propres  à  vérifier  les  équations 

et  représentées  par  les  intégrales  multiples 

/'    f    .../(*)**-,     %%■■■/(*)> 

*■   X        *    X 

X  X 

seront  ce  que  deviennent  les  seconds  membres  des  formules  (21),  ( Vi  ) 
quand  on  y  pose  F(/:)  =  /•".  On  aura  donc 

(,',)        ff...n,)dx.  =  f,l;-'n-.)^ ,h 

et 


La  première  des  deux  formules  précédentes  étant  déjà  connue,  la 
seconde  s'accorde  avec  l'une  de  celles  que  j'ai  données  dans  le  IIe  Vo- 
lume des  Exercices  de  Mathématiques,  page  1 83  ('). 

Parmi  les  formules  (fin1  l'on  peut  déduire  de  l'équation  (3),  nous 
filerons  encore  la  suivante 

;  D„F/A\       ^A-rDD-'UwJ 

(«)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  H,  T.  VII,  p.  221. 
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qui  est  analogue  aux  formules  (12),  (i3)  et  qui  ramène  l'intégration 
de  l'équation  aux  différences  mêlées 

d-f($).=i, 

dans  laquelle  n  désigne  le  degré  de  la  fonction  F(  /•),  à  l'intégration  de 
l'équation  du  premier  ordre 

(A  —  #-D)cj  =  K. 

Nous  citerons  encore  la  formule 

K  _  f     _K_     _i_   [_r_  ^j 

Cette  dernière  formule,  donnée  par  M.  l'abbé  Tortolini,  pourrait  se 
déduire  immédiatement,  à  l'aide  d'un  simple  changement  de  notation, 
d'une  formule  établie  dans  le  IIe  Volume  des  Exercices  de  Mathéma- 
tiques, page  iç)o  ('),  et  ramène  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

D-.f(£).  =  1 

à  celle  «le  l'équation  du  premier  ordre 

(D*—  rDy)m  =  K. 

Il  est  essentiel  d'observer  que,  si  l'on  décompose  en  facteurs  la  frac- 
tion rationnelle  -r>  dans  l'expression 

VK' 

qui  forme  le  premier  membre  de  l'équation  (3),  l'ordre  des  facteurs 
pourra  être  interverti  arbitrairement  sans  que  la  valeur  de  cette  ex- 
pression soil  altérée.  Ou  aura,  par  exemple, 

»K  =  D(£J  =  i(DK), 
(  ')  Œuvres  de  Caucliy,  S.  II.  T.  VII.  p.  >  1  >. 
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et,  en  conséquence, 

(28)  D2K  =  IDK. 

On  trouvera  de  même,  en  désignant  par  f(D)  une  fonction  entière 
deD, 

(29)  f(D)2K  =  2f(D)K. 

11  y  a  plus  :  on  pourra,  dans  l'équation  (28)  ou  (29),  supposer  les  dif- 
férentiations  qu'indique  la  lettre  D  relatives  à  une  variable  distincte 
de  celle  à  laquelle  se  rapporte  l'intégration  indiquée  par  la  lettre  I. 
Cela  posé,  il  résulte  de  la  formule  (28)  qu'on  peut  généralement  diffé- 
rentier  sous  le  signe  2  comme  on  différentie  sous  le  signe  / . 
Si  dans  la  formule  (29)  on  prend 

K  =  eax, 

alors,  en  supposant  le  signe  2  relatif  à  x,  le  signe  D  relatif  a  la  lettre  a, 
et  en  laissant  d'abord  de  côté  la  fonction  périodique  dans  1K,  on 
trouvera 

pax 

f(D)K  =  f(*)«~,        2K=^— -. 
Donc  la  formule  (29)  donnera 

(30)  2f(a.)e«  =  f(D)-P-+n(ar), 

c     ■ —  1 

\\{x)  étant  une  fonction  périodique  de  x,  c'est-à-dire  une  fonction 
assujettie  à  vérifier  la  formule 

An(#)=o. 

L'équation  (3o)  paraît  digne  de  remarque,  et  prouve  qu'en  nommant 
f(x)  une  fonction  entière  de  x  on  peut  toujours  obtenir  en  termes 

finis  l'intégrale 

li\x)eax, 

de  laquelle  on  déduit  immédiatement  celte  autre  intégrale 

2f(«), 
en  posant  dans  la  première  a  =  o. 
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Si  l'on  suppose  la  valeur  numérique  du  produit  ah  inférieure  à  2-, 


on  aura 

1 

ali        2         2  2.3.4 


(3i)  —^-  -V  -       -  +  — aA £l_  a3/^ 


clf  c.,,  ...  étant  les  nombres  de  Bernoulli.  Donc  alors,  en  ayant  égard 
à  la  formule 

qui  subsiste  pour  des  valeurs  entières  positives  ou  négatives  de  //,  et 
en  écrivant  K  au  lieu  du  produit  eftx{ (x),  on  trouvera 

(32)  ÏK=lT  fKdj.*--K+C±hVxK ^•/i2D^K  +  ...  +  II(^'), 

v      ;  hj  2  2  2.3.4 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(33)  2K  =  _£_+n(*). 

La  formule  (32)  ou  (33),  qui  est  celle  de  Maclaurin,  pourrait  être 
obtenue  par  induction  à  l'aide  des  équations  symboliques 

1  -t-  A  =  <?'<  % 


Dans  le  cas  où  l'on  suppose  la  fonction  K  de  la  forme  eaxf(,x),  la  for- 
mule (33),  d'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  subsiste  seulement  pour  les 
valeurs  de  h  qui  vérifient  la  condition 

(34)  mod. ah  <  27. 

Nous  reviendrons,  dans  un  autre  article,  sur  les  conditions  de  con- 
vergence de  la  formule  de  Maclaurin,  et  nous  montrerons  aussi  le  parti 
qu'on  peut  tirer  des  formules  (3),  (12),  ...  et  autres  du  même  genre, 
quand  le  nombre  de  termes  renfermés  dans  le  second  membre  devient 
infini.  Nous  nous  bornerons,  pour  l'instant,  à  observer  que,  si  dans 
l'équation  (12)  on  pose 

f(P)  1      _  1 

F(D)       ehb—  1  ~  A' 
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on  en  déduira  immédiatement  une  formule  nouvelle  qui  nous  paraît 
digne  d'être  remarquée,  savoir 

X  —  .T 

Jr>     li 
f{x  +  l,t)dl 
0 

x  —  .r 

(35)        /  — 2/        f{jc  +  /u)cos{2T.t)dt 

"0 


x  —  .r 

2  f        f(x  +  ht)cos(kKt)dt 
«Ai 


x  étant  une  valeur  particulière  de  la  variable  x. 

L'exactitude  de  cette  formule  peut  d'ailleurs  être  vérifiée  directe- 
ment à  l'aide  d'équations  déjà  connues. 


224. 

Géométrie.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Léon  Lalanne,  qui  a  pour 
objet  la  substitution  de  plans  topo  graphiques  à  des  Tables  numériques  à 
double  entrée. 

C.  R..  T.  XVII,  p.  492  (h  septembre  1843). 

L'Académie  nous  a  chargés,  MM.  Elie  de  Beaumont,  Lamé  et  moi, 
de  lui  rendre  compte  d'un  Mémoire  de  M.  Léon  Lalanne,  Sur  la  substi- 
tution de  plans  topo  graphiques  à  des  Tables  numériques  à  double  entrée, 
sur  un  nouveau  mode  de  transformation  des  coordonnées  et  sur  ses  appli- 
cations à  ce  système  de  Tables  topographiques.  L'utilité  que  peut  offrir, 
dans  un  grand  nombre  de  questions  diverses,  l'application  des  prin- 
cipes exposés  dans  ce  Mémoire  est  un  motif  pour  que  l'Académie  nous 
permette  d'entrer,  à  ce  sujet,  dans  quelques  détails. 

Les  travaux  de  Viète,  de  Fermât,  de  Descartes  ont  ouvert  un  vaste 
champ  aux  géomètres,  en  montrant  la  liaison  intime  qui  existe  entre 
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l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Celte  liaison  est  devenue  de  plus  en  plus 
manifeste,  et,  en  développant  les  idées  fondamentales  émises  par  les 
illustres  auteurs  que  nous  venons  de  rappeler,  les  géomètres  ont 
reconnu,  non  seulement  que  les  lignes  et  les  surfaces  peuvent  être 
représentées  par  des  équations  en  coordonnées  rectangulaires  ou  en 
coordonnées  polaires,  ou  même  en  coordonnées  quelconques,  mais 
aussi  que  les  équations  peuvent  être  réciproquement  représentées  par 
des  lignes  ou  par  des  surfaces.  On  sait  le  parti  que  Viète  lui-même 
avait  tiré  des  constructions  géométriques  pour  représenter  et  déter- 
miner les  racines  des  équations.  On  sait  encore  que,  dans  la  Méca- 
nique, les  géomètres  ont  employé  des  longueurs  pour  représenter  drs 
quantités  d'une  tout  autre  nature,  telles  que  des  forces,  des  vitesses 
ou  des  moments  d'inertie,  et  que  souvent  des  constructions  géomé- 
triques  leur  ont  offert  le  moyen  le  plus  simple  de  parvenir  à  l'éta- 
blissement des  lois  suivant  lesquelles  varient  ces  diverses  quantités. 
Ainsi,  par  exemple,  on  avait  reconnu  que  la  résultante  de  deux  ou 
trois  forces  peut  être  exprimée  par  la  diagonale  d'un,  parallélogramme 
ou  d'un  parallélépipède  construit  sur  deux  ou  trois  droites  propres  à 
représenter  en  grandeur  et  en  direction  les  forces  données;  que  le 
moment  d'inertie  d'un  corps,  relatif  à  un  axe  passant  par  un  point 
donné,  est  réciproquement  proportionnel  au  carré  du  rayon  vecteur 
d'un  certain  ellipsoïde,  etc.  En  résumé,  on  peut  dire  que  les  géo- 
mètres ont,  dans  un  grand  nombre  de  circonstances,  appliqué,  d'une 
part,  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  d'autre  part,  la  Géométrie  à  l'Algèbre, 
et,  par  suite,  aux  diverses  branches  des  Sciences  mathématiques. 

11  a  été  facile,  en  particulier,  d'appliquer  la  Géométrie  à  la  détermi- 
nation dr>  valeurs  numériques  des  fonctions  d'une  seule  variable.  En 
effet,  pour  y  parvenir,  il  a  sulli  de  prendre  la  variable  pour  abscisse, 
puis  de  tracer  une  courbe  dont  la  fonction  fût  l'ordonnée,  et  de  me- 
surer celle  ordonnée  en  cliaquc  point,  soit  à  l'aide  du  compas,  soil 
à  l'aide  de  divisions  indiquées  sur  le  papier  par  îles  droites  équidi- 
stanles  et  parallèles  à  l'axe  des  abscisses. 

Pour  appliquer  la  Géométrie  à  la  détermination  numérique  d'une 
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fonction  de  deux  variables,  on  devrait,  en  suivant  l'analogie,  consi- 
dérer une  semblable  fonction  comme  l'ordonnée  d'une  surface  courbe. 
Mais,  avant  de  tirer  parti  de  cette  idée,  il  fallait  indiquer  un  moyen  de 
représenter  aux  yeux,  sur  un  plan,  l'ordonnée  d'une  surface  courbe 
tracée  dans  l'espace.  On  peut  y  parvenir  en  projetant  sur  le  plan  donné 
des  courbes  tracées  sur  la  surface,  dans  des  plans  parallèles  équidi- 
slants.  C'est  ce  que  fit  en  1780  M.  Ducarla,  par  rapport  aux  plans  topo- 
graphiques  sur  lesquels  il  imagina  de  projeter  des  courbes  de  niveau 
équidistantes  et  cotées.  Au  reste,  avant  et  depuis  cette  époque,  des 
moyens  analogues  ont  été  appliqués  à  la  représentation  de  divers  phé- 
nomènes de  Physique  ou  de  Mécanique,  ou  à  la  recherche  de  leufs 
lois,  ainsi  que  le  prouvent  les  courbes  d'égales  déclinaisons  de  l'ai- 
guille aimantée  tracées  par  Halley,  les  courbes  isothermes  représen- 
tées par  M.  de  Humboldt,  enfin  les  méridiens  magnétiques,  auxquels 
Kulcr  avait  songé,  et  qui  ont  été  tracés  par  M.  Duperrey  sur  les  Cartes 
du  globe.  MM.  Piobert,  d'Obenheim,  Bellcncontre  et  autres  ont  aussi, 
à  diverses  époques,  appliqué  le  moyen  ci-dessus  rappelé  à  la  solution 
de  divers  problèmes.  M.  Léon  Lalanne  a  donné  encore  une  plus  grande 
extension  aux  applications  dont  il  s'agit. 

Toutefois,  de  graves  difficultés  d'exécution  se  présentaient  lorsqu'il 
était  question  de  construire  et  de  tracer  sur  un  plan  un  grand  nombre 
de  courbes  dont  les  formes  pouvaient  varier  à  l'infini.  M.  Léon  Lalanne 
a  cherché  s'il  ne  serait  pas  possible  de  surmonter  cet  obstacle,  et  il  y 
est  parvenu  dans  beaucoup  de  cas.  Il  observe,  avec  raison,  que  les 
cotes,  marquées  sur  les  axes  coordonnés,  peuvent  être  des  nombres 
propres  à  représenter,  non  plus  les  diverses  valeurs  des  coordonnées 
elles-mêmes,  mais  les  valeurs  correspondantes  de  leurs  logarithmes, 
ou,  plus  généralement,  les  valeurs  d'autres  variables  qui  soient  des 
fonctions  quelconques  des  coordonnées.  Un  exemple  de  cet  artifice  de 
calcul  se  trouvait  déjà  dans  la  construction  de  la  règle  logarithmique, 
qui  parait  offrir  l'une  des  premières  applications  que  l'on  ait  faites  des 
idées  de  Néper.  Or,  en  adoptant  ce  procédé,  on  verra  souvent  les  lignes 
courbes  qu'il  s'agissait  d'obtenir  se  transformer  en  lignes  droites.  C'est 
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ce  qui  arrivera,  en  particulier,  si  la  fonction  proposée  est  un  produit 
de  deux  facteurs  dont  chacun  dépende  d'une  seule  variable,  ou  même 
si  un  semblable  produit  dépend  uniquement  de  la  fonction  proposée. 
Alors,  en  prenant  les  logarithmes,  on  obtiendra  une  équation  linéaire 
dont  les  valeurs  devront  être  cotées  :  i°  sur  les  axes  coordonnés  sup- 
posés rectangulaires;  2°  sur  des  droites  parallèles  également  inclinées 
à  ces  deux  axes.  C'est  de  celte  manière  que  M.  Léon  Lalanne  a  con- 
struit un  abaque  qui  sert  à  résoudre  avec  une  grande  facilité  les 
diverses  opérations  de  l'Arithmétique,  même  l'élévation  d'un  nombre 
à  une  puissance  fractionnaire.  L'abaque  de  M.  Léon  Lalanne  fournit 
généralement  deux  ou  trois  chiffres  exacts  de  chacun  des  nombres  que 
l'on  se  propose  de  calcule]'. 

Parmi  les  applications  que  M.  Léon  Lalanne  a  faites  de  sa  méthode, 
nous  avons  remarqué  celles  qui  se  rapportent,  d'une  part,  à  la  déter- 
mination des  superficies  de  déblai  et  de  remblai  dans  le  tracé  des  roules 
el  Ar>  canaux;  d'autre  part,  à  la  résolution  des  équations  trinômes. 
Quoique,  dans  son  Mémoire,  M.  Léon  Lalanne  ait  considéré  seulement 
une  équation  trinôme  de  forme  algébrique,  il  est  clair  que  l'on  pourrait 
étendre  L'application  du  procédé  dont  il  a  fait  usage  à  toute  équation 
trinôme  entre  trois  variables,  qui  serait  linéaire  par  rapport  à  deux  de 
ces  variables  regardées  comme  indépendantes,  ou  même  par  rapport  à 
trois  autres  variables  fonctions  de  celles-ci  ('). 

En  ronmé,  nous  croyons  que  le  Mémoire  de  M.  Léon  Lalanne  est 
digne  d'être  approuvé  par  l'Académie,  et,  eu  égard  aux  nombreuse} 
applications  que  l'on  peut  faire  des  principes  qui  s'y  trouvent  exposés, 
nous  proposerons  l'insertion  de  ce  Mémoire  dans  le  Recueil  des  Savants 
étrangers. 

i1»  En  effet,  en  supposant   X  el  'i   fonctions  de  x  ci  de  j  •  on  pourra  généralemcal 
réduire  à  la  construction  de  lignes  droites  la  résolution  d'une  équation  de  la  forme 

f{z)      Ko(z)       Vx(s), 

j\  z).  spi  ;>,-/<;  1  désignant  trois  fonctions  de  la  variable  :  que  l'on  suppose  fonction  de  x 
•■t.  dej. 
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225. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  fonctions  dont  plusieurs  valeurs 
sont  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire,  et  sur  diverses  transfor- 
mations de  produits  composés  d'un  nombre  indéfini  de  facteurs. 

C.  R.,  T.  XVII,  p.  Vî3  (18  septembre  i843). 

Plusieurs  formules  qu'Eulcr  a  données  dans  son  Introductio  in  Ana- 
lysin  infinitorum,  el  d'antres,  pins  générales  encore,  peuvent  se  déduire 
très  naturellement  de  la  considération  des  fonctions  dont  plusieurs 
valeurs  satisfont  à  une  même  équation  linéaire.  C'est  ce  que  l'on  verra 
dans  le  premier  paragraphe  de  ce  Mémoire.  Dans  le  second  paragraphe, 
je  donnerai  quelques  transformations  remarquables  des  produits  com- 
posés d'un  nombre  indéfini  ou  même  infini  de  facteurs. 

§  I.  —   Sur  les  fonctions  dont  plusieurs  valeurs  sont  liées  entre  elles 
par  une  équation  linéaire. 

Lorsque  deux  ou  plusieurs  valeurs  d'une  même  fonction  satisfont 
à  une  équation  linéaire,  on  peut  souvent  de  cette  équation  même 
déduire  la  valeur  de  la  fonction  exprimée  par  une  série  composée 
d'un  nombre  infini  de  termes  ou  par  un  produit  composé  d'un  nombre 
infini  de  facteurs. 

Concevons,  pour  fixer  les  idées,  qu'une  fonction  inconnue  y(x)  de 
la  variable  x  soit  assujettie  à  vérifier  une  équation  linéaire  de  la  forme 

(0  <p(a?)  =  X<p(x), 

x,  X  désignant  deux  fonctions  données  de  la  variable  .r,  en  sorte 
qu'on  ait 

(2)  *  =  f(*0,         X  =  F(ar). 
Si  l'on  suppose  que  les  divers  termes  de  la  suite 

(3)  x,     x,,     x.,,     ... 

se  déduisent  les  uns  des  autres  par  des  formules  semblables  à  la  pre- 
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mière  dos  équations  (2),  en  sorte  qu'on  ait 

(4)  x,  =  f(x),        x,=  f(x,),        x,  =  f(x,), 
si  d'ailleurs  on  fait,  pour  abréger, 

(5)  X,  =  F(x),        X,=  F(x,),        X,  =  F(xt), 

alors,  en  remplaçant,  dans  l'équation  (1),  x  par  x,  puis  par  x,,  puis 
par  \2,  . . . ,  on  trouvera  successivement 

<p(x)  =  X,  <p(x,),        9(x,)  =  X,?(x2),        

On  aura  donc,  par  suite, 

9(a?)  =  X«p(x)  =  XX19(xl)  =  XX_1X,<p(x,)=... 

i'i  généralement 

(6)  <p(.r)  =  XXiXî...Xn<p(x„). 

Si  l'on  pouvait  être  assuré  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  //, 
o(xn)  s'approche  indéfiniment  de  l'unité,  on  tirerait  de  la  formule  (  6  ), 
en  y  posant  n  =  oc, 

(7)  <p(ar)  =  XX,X,.... 


Du  moins,  ce  que  l'on  ne  saurait  révoquer  en  doute,  c'est  que,  si  le 

produit 

XX.Xo.X,, 

converge  pour  des  valeurs  croissantes  de  n  vers  une  limite  fixe,  ou, 
en  d'autres  termes,  si  la  série  formée  avec  les  logarithmes  des  fac- 
teurs 

X,    X„    \2, 

est  convergente,  l'équation  (1)  sera  vérifiée  par  la  valeur  de  ç (  x  )  que 
détermine  la  formule  (7).  Alors,  en  effet,  on  tirera  de  la  formule  1  7  ), 
en  y  remplaçant  x  par  x, 

o(X)=X,VV...=  ^l, 

et  Ton  aura,  par  suite, 

tp(x)       \  o(  x). 
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La  fonction  ç(a?),  que  détermine  l'équation  (i),  peut,  dans  un  assez 
grand  nombre  de  cas,  être  développée,  à  l'aide  de  cette  équation 
même,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  la  va- 
riable x.  Supposons,  par  exemple,  que  x  soit  une  fonction  entière  et 
X  une  l'onction  rationnelle  de  r,  en  sorte  qu'on  ait 

!> 
(8)  X=-, 

P,  Q  désignant  deux  fonctions  entières  de  la  variable  .r.  L'équation  (i) 
pourra  s'écrire  comme  il  suit 

Q<p(#)  =  P<p(x), 
et,  si  Ton  y  pose 

(9  )  o(.r)  —a0-h  ax.r  +  aîxi-h.  .  ., 

on  en  tirera 

(10)  ( a0 -+-  <7, x  -t-  a., .r- -+- . . . )Q  =  ( a0  +  a, x  -+-  as x2 -4- . . . ) P. 

Or,  si  l'on  égale  entre  eux,  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (10), 

les  coefficients  des  puissances  semblables  de  x,  on  obtiendra  entre  les 

divers  ternies  de  la  suite 

n„,     au     a.,,      ... 

des  relations  qui  suffiront  souvent  pour  les  déduire  les  uns  des  au- 
tres. D'ailleurs,  on  tirera  des  formules  (7)  et  (  9  ) 

111)  X\iXi...  =  a0+fl,.r  +  fl'2i'!+..., 

cl  celte  équation  subsistera  tant  que  la  série  comprise  dans  le  second 
membre  sera  convergente. 

Pour  montrer  une  application  des  formules  qui  précèdent,  suppo- 
sons, dans  l'équation  (1  ), 

v           l  +  CtX 
X  —  tX,  \ s—, 

I  H-   z.r 

l  désignant  une  variable  nouvelle,  et  a,  ê  deux  coefficients  arbitraires. 
Alors  l'équation  (1  )  sera  réduite  à  la  formule 

I    î)  '„(./•)=    -  -         ;(/    M. 

I   -+-    C  ./' 
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cl  pour  vérifier  cette  formule,  lorsque  la  variable  /  offrira  un  module 
inférieur  à  l'unité,  il  suffira  de  prendre 

.    ., ,  ,     .         I  -+-  CL-X   \-\-y.tx   \-\-y.l*-.r 

(i 3 )  o (oc )  = s = ■ =—— 

I  -f-  sx   1  +  c/.r    i  -r  c^-x 

On  aura  d'ailleurs,  dans  le  cas  présent, 

P  =  H-a;r,  Q  =  i  +  sx, 

et,  lorsque  les  modules  des  produits  a.r,  Ç.r  seront  inférieurs  à  l'unité, 
la  valeur  de  o(r),  fournie  par  l'équation  (i3),  sera  développable  en 
une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  .r,  le  terme  indépendant  de  ./•  étant 

<70  =  Ç(o)  =  I. 

Quant  aux  coefficients 

a,,     a,,      .  .  . 

des  autres  termes,  on  les  déduira  aisément  de  la  foi-mule  (10),  et  l'on 
trouvera  ainsi 

..  .    .  as  oc  —  ë  a  £  —  (3    , 

(14)  œ   .n  =  H .r  -t-  -  p.r2  +  .... 

1  —  l  \  —  t     1  —  i- 

Donc,  en  supposant  que  les  modules  de  /,  de  y.x  et  de  or  restent  infé- 
rieurs à  l'unité,  on  aura 

1  -+-  y.x   1  ^-  y.lx   1+  y.Cx 

\    I  -r-   C./-     J  -f-  C^..T     I  -1-  £/-./■ 

(,:"   < 

/  a  —  c  a  —  S  a  £  —  s     .        a  —  c   2  £  —  s  y.l-       s 

I  —  £  I  —  /!      I  —  <'  I  —  t      \  —  t1       I  —  /■' 

Si  dans  l'équation  (  i5)  on  pose  successivement 

y.  1 ,  6=^0, 

puis 

a  =      o,         s  —  —  1 , 

puis 

puis  enfin 

S=—  1,         «  =  — r, 
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on  obtiendra  les  formules 

I(h-j)(i  +  tx)  (i  4-  t'2x).  .  . 

<i<'>)  i  i  i        /       ,        i        t        r- 

-  i  H X  H -t  x-  H x 


i  —  t  i  —  t   I  —  /-  i  —  l    i  —  t1    i  —  <:| 


('7) 


|  (i r)  (i  —  tx)  (i  —  ^\r)  .  .  . 


.3. 


j:  H r.r- 


I  —  L  1  —  t    \  —  t%  I  —  (    l  —  /s    l  —  t* 


|  (i-hx)  (i-t-  tx)  .  .  .  (i  +  r'-'.r) 
(>8)    <  i  — £»  i  — fB  «  —  £"     .,       i  —  /"  £  —  t"  P—l" 

7^7  r+  7=7T  7^7,2"  +  737  7=7^  7^7^ 


(1  —  x)  (1  —  £j?)  .  .  .  (1  —  t"-[x) 
(,9)    i  , 


1—  /  1—  t      1—ï1  1  — <      1—  t1       1— <3 

donl  les  deux  premières  ont  été  données  par  Euler  dans  l'Ouvrage  déjà 
cité. 

§  IL  —  Sur  diverses  transformations  de  produits  composés  d'un  nombre  fini 

ou  même  infini  de  facteurs. 

La  formule  (io)  du  paragraphe  précédent  fournit  un  développement 
remarquable  du  produit 

1  -t-  <xx   \-\-y.lx   \-\-a.t:x 


(1)  <p(j?) 


i  +  Qx   1  +  ëtx   1  -+-  6/- 


D'autres  développements  du  même  produit  peuvent  aussi  se  déduire 
des  principes  que  nous  allons  établir. 
Je  ferai  observer  d'abord  que,  si  l'on  pose 

(2)  I       a  +  a,        H—b-^Z,         C  =  c  +  y, 

on  en  conclura 

A  =  a  +  «,  lB  =  Ab  +  A6,  lBC  =  ABc  +  ABy, 
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par  conséquent, 

l  A        =  a      -fa, 
,„.  I    1/?     =aô   -f-aô    +  46, 

J   ABC  —  abc  -h  abc  +  Ace  +  AI!;. 

Si  l'on  prend 

(7  =  6  =  C  =.  .  .—  I, 

alors  les  équations  (2)  se  réduiront  aux  formules 

(4)  .l=i  +  a,         B  =  i-hS,         C=i-hy,         ..., 

et  les  équations  (3)  aux  suivantes 

I         =14- a, 

\  AB     =i  +  a-*-  -46, 
(5) 

J  45C  =  n_a  +  ,lS-i-  .!//•/, 

puis  on  en  conclura,  en  supposant  infini  le  nombre  des  facteurs  A,  15, 
C,  ..., 

(6)  ABC.  .-=i  +  a  +  i46-t-  ABy-h.  .  .. 

Cette  dernière  formule  suppose  que  la  série 

a,    5,    /,     ... 
esl  convergente. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend 

.         1  H-  a./'  .    1  -+-  a/'-  i  +  «t!J 

\  r. '  »—  5-7—  •  t.  — fT—, J  ••   •> 

on  devra,  dans  la  formule  (6),  remplacer  a,  6,  y,  ...  par  les  rapports 

y.    -  S  «  —  6  z  —  6 

1  -h  c  /■  i  +  c«,i-  1  +  c<-/ 

et,  par  suite,  en  supposant  les  modules  de  /,  de  %x  et  de  or  inférieurs 


(7) 
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;i  l'unité,  on  tirera  de  la  formule  (6) 

\ -\- y.r   \-\-y.lx   i-hc./'.r 
i  +  ôx    i  -+-  c  /./■    1 


' 


a  —  o 

—  I  H —  X 

i  4-  ox 


i  -4-  y.r  (y  —  §)t 

i  +  o.r    i  -t-  c  tx 


r  -+-  a.  X    \  -\-  yl  r   (y.  —  cl/-     ., 


i  -4-  bx   i 


il 


x    J 


il'.r 


On  peut  encore  obtenir,  pour  le  produit  représenté  par  ç(#)  dans 
l'équation  (i),  un  développement  qui  diffère  du  précédent,  en  cela 
seul  que  les  numérateurs  des  diverses  fractions  introduites  dans  le 
second  membre  se  réduisent  à  des  fonctions  de  la  variable  /.  En  effet, 


posons 


y(x)  —  i 


a,  x 


a.2  ./•- 


i  -+-  ëx        (i  +  Sx)  (i  -hftx) 


ilans  l'équation  linéaire 


?(*] 


o(/.r), 


qui  est  une  suite  nécessaire  de  la  formule  (i).  On  pourra,  dans  le  se- 
cond membre  de  cette  équation  linéaire,  décomposer  chaque  terme  en 
deux  autres,  à  l'aide  de  la  formule 

y.  —  6 1." 


i  -1-  y.r 
i  -h  6/".r 


i  +  6f"a 


./■; 


cl  l'on  reconnaîtra  dés  lors  que,  pour  vérifier  celle  même  équation 
linéaire,  il  suffit  de  prendre 

rr,(i—  l)  =  a  —  ë,     a2(l  —  /2)  =  fli(a  —  S/)/,     <7:j(i  —  /'')  =  a,{y  —  Zt°)l\     ..., 

par  conséquenf 


a  — 6 


a        c    a 


i  —  /     i 


I  —  / 

On  aura  donc 

!    I  -I     y.r    i  -+-  y!  .r    i  -|-  yl'-.r 


Si 

F*' 


y.  —  6  y.  —  c  /  y.  —  c  /'- 


/     i        t-      i 


-    *»  ' 


i  i     i        £/./•    i    |    il1.,- 

y.  —  6        ./•  a 


(  8  )    <        =  i-t- 


6a-S( 


/.r2 


i  — /    i  + 6a;        i  —  t    i  —  L-    (i  -i-  o.r)  (i  +  Si.r) 
y.  —  €  a  —  Gl  a  —  S/-  /;,.r' 


i 


i      /'      i        /;     (  i    l    Bx)  [\  -+■  c/.r  i  (  i  -t-  c/-\r ) 


(9 
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Cette  dernière  formule  subsiste  encore  généralement  pour  des  mo- 
dules de  /,  de  olx  et  de  £.r,  inférieurs  à  l'unité.  En  y  ayant  égard,  on 

peut  aisément  de  la  formule  (i5)  du  §  I  déduire  la  suivante 

'  (i  ■+-  xx)  (i  -i-  atx)  (i-f-  at2x). .  .(i-f-  yx~l)  (i-4-  ytx~x)  (i -\- y  r2 x-1  ) .  .  . 
\  (i  -+-  ox)  (r  -hëtx)  (i-f-  Qt'2x)  .  .  . 

=  T    n-fa  —  c).r  +  (3£  —  6)(aZ-g)cr2  +  ...H ^r^-'H ^-g-,  — ^.r-2+...    , 

oc  —  6/  GC  —  cta—ot- 

dans  laquelle  on  a 

(10)  y  =  -,  T  = 


a  (!_<)(,_  *«)(,_£3)... 

Les  formules  (8)  et  (9)  comprennent,  comme  cas  particuliers,  deux 
équations  données  par  M.  Jacobi,  et  dont  l'une  est  ce  que  devient  la 
formule  (9)  quand,  après  y  avoir  remplacé  /  par  /'-,  on  pose  6  =  0, 
a  =  y=  t.  On  trouve  ainsi 

j   (1  +  tx)  (1  -l-  t3x)  (1  +  t\r)  .  .  .  (1  -+-  tx-^)  (1  +  l:ix-1)  (1  +  /;.£-'  )  .  .  . 
(")  _  1-4-  t{x  +x~%)  -+-  t'*(x-+x-2)  -h  t9(x*-hx-3)  ■+-..  . 

D'ailleurs  on  tire  successivement  de  cette  dernière  formule  :  i°    en 
posant  x  =  1, 

i     I  +  2/-!-2r+2/3+... 
(12) 

/     —  r  i  --  r2  )  (  1  -/'•)([  — r>) .  ..[(1  -4-0  (i  +  <:,)(i4-r>)...i-; 

20  en  posant  x  =  t  et  remplaçant  ensuite  /  par  r, 

(   n- 1  -+-  t3-h  t«-+-  /!'»  +  .  . . 
(i3) 

I     =(i-<)(i-^)(i-/3)...[(i  +  0('  +  <2)1'  +  <3)---];; 

1  > 

3°  en  remplaçant  /  par  r  et  j-  par  r, 

(       =(H-0(l+f*)(l-t-<')...(l4-f,)(H-f8)(l-H«,,)...(l— <s)(l— f4)(l— <9).... 
Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII. 
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Si,  au  contraire,  on  remplace,  dans  la  formule  (n),  l  par    -  /'"  et  x 

par  /",  on  obtiendra  l'équation 

(,5)      I-t-fi+fi+f-t"-t»+...  =  (i-t)(i-t*)(i-t»)..., 

qui  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  Euler. 


226. 
Analyse  mathématique.  -  Second  Mémoire  sur  les  fonctions  dont  plusieurs 

valeurs  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  linéaire. 
C.  R.,  T.  XVII,  p.  JG7  (>."j  septembre  i8{3). 

Parmi  les  fonctions  dont  plusieurs  valeurs  satisfont  à  une  équation 
linéaire,  on  doit  remarquer  les  produits  composés  de  facteurs  binômes 
dont  les  seconds  termes  croissent  en  progression  géométrique.  Je  vais, 
dans  ce  Mémoire,  m'occuper  spécialement  des  équations  linéaires  que 
vérifient  de  semblables  produits,  et  du  parti  que  l'on  peut  tirer  de  ces 
équations  pour  développer  les  produits  dont  il  s'agit  en  séries  ordon- 
nées suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  ou  négatives  d'une 

même  variable. 

Analyse. 

Formons  un  produit  qui  ait  pour  facteurs  les  binômes  que  Ton 
obtient  quand  on  ajoute  l'unité  aux  divers  termes  de  la  progression 

géométrique 

0  M  x,     tx,     t*x,     ...,     t«-*x. 

Si  l'on  nomme  ©(a?)  ce  produit,  considéré  comme  fonction  de  x,  on 

aura 

(,)  ç(a?)  =  (n- ar)(i-l- /*)."(!  +  <"   lxï> 

et  l'on  en  conclura 

,         s  l  +  t»X 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  ■?.  f  (i  +  j)  y{tx)  =  (j  +  t".r)  <p(a?). 

Or,  en  partant  de  cette  équation  linéaire,  on  développera  aisément  <p (x) 
en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  On 
trouvera  ainsi 


(3) 


i  —  in  î  —  t"   î  —  t"-1 

(i-+-  a?)  f  H-  fa?).  . .  (i-H  f"-  a:)  =  i  H a?  H —  f.r2-t-  .  .  . 

i  —  f  i  —  t      i  —  t1 

_      (n—  2II/I-1I  «m— !i 

i  —  f 

Si,  après  avoir  remplacé,  dans  l'équation  (3),  n  par  in  -f-  i  et  x  par 
/'"x,  on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit 


nin  +  l  1 

/       2         O-' 


on  obtiendra  la  formuli 


(4 


(  (a?*-t-  a?  *)  (i  +■  fa?)  (i-h  f2a?) . . .  (i  +  tnx)  (i  +  fa?-1)  (i  +  l-x-x)  . . .  (i  -f-  /nx~[) 

dans  laquelle  on  aura 
(  5  )  H 


i  —  f       i  —  f2  i  —  /" 

Si,  au  contraire,  après  avoir  remplacé,  dans  l'équation  (3),  n  par 
•in,  t  par  t-  et  x  par  t~2n'hix,  on  multiplie  les  deux  membres  par  le 
produit 

tn\v    ", 

on  obtiendra  la  formule 

|  (i  -H  tx)  (n-f3  a?)...  (n-f»»-»aî)(H-  fa?~l)(n-  f3o— '  ) .  .  ,(i  +  f2"-'a?-') 

(6)  /  ,_/=«  ,.   -f»«        ,      _j««_|  -1 

j      =KL'  +  Tzr7i^^  +  ^1)+I3^^7^f^^^î+^---J' 
dans  laquelle  on  aura 


i  —  f 2     r^f1-   '  i  —  f2 


(7)  K 
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Enfin,  si,  dans  les  équations  (4),  (G),  on  pose  n  =  x>,  alors,  en 
attribuant  à  /  un  module  plus  petit  que  l'unité,  on  obtiendra  les  deux 
formules 

j  (irï_i_.r"2)  (,  +  tr)  (l  +  t*x)  (i  +  t3x)  .  ..  (i-t-fa?-1)  (i+  Px'1)  (i  4-  ^j;-1)  ... 

(8)     <  i  _I  /      1  _3\  /       P  _8\  /      1  _T\ 

J  X--hX    *'  +  t\X%->rX    2/  -4-  <3Lr2  +  X    V  +  /r' l.r-  -H.r    "-/-f-... 


(i-0(l  — «'Kl  — «•J-'- 
O-M.r)  (i  +  Z3./-)  (i-M3./)..  .(i  +  ^.r-1)(i+  «•«-*)  (H-*1*-1).. 
(9)    i  i-\-t{x  +  x-i)-^-t''(x2-hx-z)  +  t* {x3 -+- x~3) -\- . .  . 


= 


(I  —  **)(!  — **)(! 


dont  la  seconde,  donnée  par  M.  Jacobi,  a  été  déjà  rappelée  dans  le 
Compte  rendu  de  la  précédente  séance. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(  a„  =  (1  +  t"  )  (  1  +  r2"  )  (  1  +  t3"  )..., 
(10) 

(  B„=(i  —  t")  (1  —  tln  )  (\  —  t3n  ) . .., 

les  formules  (8),  (9)  pourront  s'écrire  comme  il  suit  : 

(11)  2*     -     x     î=Bl\xi  -ï-x   i)  (i  +  tx)(i-^-t2x)  . ..  (i-h  fa;-1)  (i-t-.^a?-1) 

(12)  i  /"-'./•"  =  B2(i+  i2.r)(i  +  ^x)(i-t-  <3.r).  .  .(i-+-  ^-')  (i+/3j-')(i+  ^.r-1).  .  ., 

la  somme  qu'indique  le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières, 
positives,  nulle  et  négatives  de  n. 

On  peut  aisément  passer  de  la  formule  (2)  aux  équations  linéaires 
que  vérifieront  les  premiers  membres  des  formules  (8),  (9),  ou  les 
premiers  membres  des  formules  (11),  (12),  considérés  comme  fonc- 
tions de  x.  On  reconnaîtra  de  cette  manière  que,  si  l'on  pose 


(i3)  %(x)  =  lt     2      x     2,         ty(x)=.lt*'xn, 

on  aura 

1 

On   peut,  ;iu   reste,  s'assurer  directement  de  l'exactitude   des  for- 
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mules  (i4)  en  remplaçant  t  par  ix,  soit  clans  les  premiers  membres 
•  les  équations  (8)  ou  (9),  soit  même  dans  les  formules  (i3).  Ainsi,  en 
particulier,  la  seconde  des  formules  (i3)  donnera  évidemment 

^{trx)  =  2lnl+*na:n  =  l~{ .r~l  I  tl'1^1  * x"-*-1  =  t-1  x~l  1 1"' .v"  z=z  l~l  x~{  <b  (  ./■  ). 

11  est  bon  d'observer  encore  que  /_(•*•)  est  précisément  ce  que  de- 
vient le  produit 

,r-b{tx)  —  lt'l-+,lX      2, 

quand  on  y  remplace  /  par  /-. 

En  partant  des  formules  (i4)>  on  pourra  aisément  établir  les  équa- 
tions linéaires  que  vérifieront  des  puissances  quelconques  des  fonc- 
tions représentées  par  /( x)  et  par  '\>(-z).  En  elfet,  si  l'on  désigne 
par  m  un  exposant  quelconque,  positif  ou  négatif,  entier  ou  même 
fractionnaire,  on  tirera  des  formules  (i4) 

m 

(l5)  [y{x)]'"  =  l1  x"l[y(  tx)]'",         [b(x)]"l~  t"lxm[ù(  t-x)\'". 

Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

X(tf)  =  [xO)]'»,        W(x)  =  [b(x)]'", 
on  aura 

m 

X{x)  =  t*xmX(tx),         W(x)  =  t'"x"lW[l2x). 

A  l'aide  de  ces  dernières  équations,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à 
l'aide  des  formules  (i5),  on  pourra  aisément,  lorsque  m  sera  entier  et 
positif,  développer 

l/l.r,]'"      et      [••,('•  )]'" 

suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et  négatives  de  la  va- 
riable x.  On  trouvera  ainsi,  par  exemple, 

1   \b{x)]'"—  kl/'"":. /■""'—  k^C""1-*-'"^"1"4-1  -r  kîll'"":+'""x"">+--h .  . . 
(16) 

k,  k,,  k_, k,.,  |  désignant  les  coefficients  indépendants  de  .r.  D'ail- 
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leurs,  pour  obtenir  ces  coefficients,  il  suffira  évidemment  de  calculer, 
dans  le  développement  de 

les  termes  proportionnels  aux  puissances 

-7"i0  I  /y*  rfl  y>/U  —  1 

■    ■ I      •  •   *       y  •  '  a  -        -  »  ■ 

de  la  variable  x.  Or,  on  y  parviendra  facilement  en  regardant  [4/(a7)J2 
comme  le  produit  de  ${x)  par  '\>(x),  Puis  ['-K^)]3  c>omme  le  produit 
de  <\>(x)  par  [^(a?)]2.  puis  [^(•r)]4  comme  le  produit  de  '\>(x)  par 

['!(3")]\  ou  plutôt  comme  le  produit  de  [<K#)]2  Par  t'K^)]2' Si 

l'on  pose  en  particulier  m  =  2,  on  trouvera 

k  —  1  tin' =  1  -+-  2/' -h  2t*~h  2^,84-  2t:i--h.  .  ., 

-1=2  p!"+D  =  2  (1 -+-  P  4-  t1'1  -+-  tn  +  tw  -(-...  ), 

et,  par  suite,  la  formule  (iG)  donnera 

Si,  dans  les  équations  (16),  (17),  etc.,  on  attribue  à  la  variable  x 
des  valeurs  particulières,  on  obtiendra  d'autres  équations,  quelquefois 
remarquables.  Ainsi,  par  exemple,  en  posant  successivement  x  =  1  et 
x  =  t,  dans  la  formule  (17),  on  trouvera 

(18)  {1 1."'- y-  =  [ïiin°- )2  +  . (2 .»»(•+>))* 

et 

1 19)  (it"in+i>y  =  22fi"iii-"("+i\ 

puis,  en  remplaçant  /  par  /-, 

/  "l"-H)\2 

(20)  ^2/      '2        )    -:2lt"21t"^^K 

Les  formules  (18)  cl  (20)  peuvent  encore  s'écrire  comme  il  suit  : 

(21  I       (H-2/  +  2/l  +  2<9+...)2=  (,  +  2/2+2/!8  +  ...y2-+-4/([+^  +  /li-W2',-K..)% 

0     (1+    /-t-    1*+    .•+...)*=  (n-a*  +a<*+.  ..)(-  +  *,4-*,-l-*1,-K..)' 
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On  tire  de  la  formula  (20) 

(23)       (H-'U+2(i+'l«,+  ...V2-r(l-3/+5;l_5/9  +  ...)ï=2(H-').^+2(»-,.,)î. 

On  pourrait  encore  facilement  établir  les  équations  linéaires  que 
vérifieraient  des  produits  de  la  forme 

[x(*)]' [+(*)]*, 
ou  bien  des  produits  de  la  forme 

<]j(x)<\>{t*x)  &{fîx).  .  ., 

ce,  6,  ...  désignant  des  exposants  quelconques  et,  par  suite,  obtenir 
les  développements  de  semblables  produits  en  séries  ordonnées  sui- 
vant les  puissances  entières,  positives,  nulle  ou  négatives  de  x.  On 
trouverait  ainsi,  par  exemple, 

(  24 1 

Si,  dans  les  formules  (i5),  le  nombre  entier  m  devenait  négatif, 
alors  on  pourrait  encore  déduire  de  ces  formules  les  développements 
de  [/,(#)]'"  et  de  [•]>{  x)\'",  par  exemple  de 

suivant  les  puissances  entières  de  x.  Mais,  pour  y  parvenir,  il  faudrait 
recourir  à  un  artifice  particulier  de  calcul  que  nous  indiquerons  dans 
le  Mémoire  suivant. 


227. 

Calcul  DES  RÉSIDUS.     -  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  résidus  au 
développement  des  produits  composés  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 

C.  R.,  T.  XVII.  p.  <-■>.  1  ■>.,  septembre  184J). 

Dansée  .Mémoire,  je  m'occuperai  des  produits  formés  par  la  multi- 
plication d'une  infinité  de  facteurs,  dont  chacun  est  le  rapport  des 
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deux  fonctions  linéaires  d'une  même  variable;  et  je  considérerai  spé- 
cialement le  cas  où  les  diverses  fonctions  linéaires  que  renferment  les 
divers  rapports  sont  des  binômes  qui  surpassent  l'unité  de  quantités 
représentées  par  les  termes  d'une  progression  géométrique. 

Dans  le  premier  paragraphe,  j'appliquerai  le  calcul  des  résidus  à  la 
décomposition  des  produits  dont  il  s'agit  en  fractions  simples. 

Dans  le  second  paragraphe,  je  montrerai  comment  on  peut  déve- 
lopper les  mêmes  produits  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  de  la  variable. 

Au  reste,  je  me  bornerai  ici  à  indiquer  les  résultats  principaux  de 
mes  recherches,  qui  seront  reproduites,  avec  plus  d'étendue,  dans  les 
Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique. 

$  1.   —     Application  du  calcul  des  résidus  à   la  décomposition  de  certaines 
fonctions  en  fractions  simples. 

Soit/(a?)  une  fonction  de  la  variable  x,  qui  ne  cesse  d'être  continue 
que  pour  certaines  valeurs  de  x  qui  la  rendent  infinie,  et  auxquelles 
correspondent  des  résidus  déterminés.  D'après  une  formule  établie 
dans  le  Ier  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques,  page  212  ('),  si 
l'on  nomme  r,  R  deux  modules  distincts  de  la  variable  s,  on  aura 

/(Re"v'-')rf/)-/     f{re"s/~i)dp  =  2r.        T         |^|- 

Cela  posé,  concevons  que  le  produit  xf(x)  ne  devienne  pas  infini 
poura?  =  o,  et  que  la  fonction  /(x)  ne  devienne  pas  infinie  pour  ^r  =  -• 
On  tirera  aisément  de  la  formule  (1)  :  i°  en  supposant  que  /(.r)  s'é- 


vanouisse avec  -, 
x 


1  1  Œuvres  de  Cauchj,  S.  II.  T.  VI.  p.  a65. 


(/(*)). 
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f(-r)     ,,  ■  i 

20  en  supposant  que  —  -  s  évanouisse  avec  -? 


1'         <U)  T  '">    «1^1 


/<*>  =    £     ^  (/(*))  +    £     u^  +  !-  )(/<*» 

[0)w(— ir)a —  «  il)  w(-ir)  Vz — "  ~V 

■  3  i 

"  —  iï 

Appliquons  maintenant  les  formules  (  2)  et  (3)  à  quelques  exemples. 
Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (2), 

J  (i  —  tx)(i  —  f3#)(i  —  t*x)...{i  —  tx~l)(i  —  t*x-x)(i  —  t»x-1)... 

on  en  conclura,  en  supposant  le  module  de  /  inférieur  à  l'unité, 

l     (1  —  tx)  (I  —  t:iX).  .  .(£  —  ÙX~l)  (i  —  t3X-1).  .  . 
j  =  —  I  +  /2—  *6  +  *12  —  .  .. 

(5)  (  j_  t*  /" 

j  1  —  tx        1  —  t3x        1  —  /  ■'./■ 

I  1  r-  /'• 


1  —  tx~l         r —  Û.z-1         j — t:'x~'i 

Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (3), 

(n-  tx)(i+  lz.r)(i-h  tsx).  .  .fi-h  ^.r-1)  fi+  Cl.rl)(i+  /'.'     ' 


(6)    J  ■ 


(l—  /./•)  (1—  ^.r)  (1—  /\r).  .  .(  [—  tx-1)  (1—  r1./-1)  (1—  /•'.*•-').  .  . 

le  module  de  /  étant  toujours  inférieur  à  l'unité,  on  trouvera 

/./•  t3x  ('■>• 


/< 


2  K 


,1   /.T  J   l3X  I    /'.f 

tx~l  t3.r~]  f  ./•- 


les  valeurs  de  K  et  de  .s  étant 


S, 


(8) 
(9) 


S       —   /      f{e''\ F*)  dp. 
27r J-n 


Œuvres  île  C.  —  S.  I.  I.  VIII. 
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Pour  déterminer  la  fonction  de  /,  représentée  par  s,  il  suffira  de  re- 
courir à  l'équation  linéaire 

(,o)  f{t*x)+f(x)  =  o, 

que  vérifie  la  fonction  f(x),  et  qui  se  déduit  immédiatement  de  la  for- 
mule (6).   En  effet,  on  tirera  de  l'équation  (ro),  combinée  avec  la 

formule  (7), 

-s  —  K  =  o. 

On  aura  donc 

*  =  K. 

Cela  posé,  l'équation  (9)  donnera 

rn    ,       — 
(11)  /     f(eP'J-l)dp  =  2i:K, 

"  —  u 

les  valeurs  de  f{x)  et  de  K  étant  déterminées  par  les  formules  (6), 
(8),  et  l'on  tirera  de  l'équation  (7) 

/  /    tx  t3x  t*x  tx~x  t3x~l  t'x-*  \ 

)  \l  —  tx  \  —  ÛX  I  —  t'X        '"         l—tX~l  I — t3X~l         1  —  tsx~l  "/ 

(12)  1 

I  1    (  1  •+■  tx)  (1  +  t3 x)  (1  -+- t* x) . .  .(i  +  tx-1)  (1  +  t3 x-')  (1  +  r ■/-'  ) ■  ■  ■ 

~  K  (1  —  tx)  (1  —  t3x){i  —  t'x).  .  .(1  —  tx~l)  (1  —  t3x~l)  (1  —  t'x-1  ).  .  .' 

Si  l'on  pose,  dans  la  formule  (2), 

_  (1  +  e-x)  (1  h-  f'x)..  .(i-t-  j?-') (1  +  /2 j-' )  (1  +  /•'^-'). . . 

on  trouvera 

1  /  t- 


(/(*)=  >•(, 


/  /  1  —  r\r         1  —  /"^ 

(i4) 


i  —  tx~l         1       /'.r-1         1  —  r.r- 
la  valeur  de  II  étant 

11    1  (l  +  o(i+<a)(1  +  /;)...r 

"   l(.-<«)(.-/'u.~o....l' 
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et  l'on  en  conclura 

l  i  i  i  i  _i 

a?1  /.72  /-./-  x    -  /.r    a  /*.*•    - 


i  —  tx        i  —  t3x        i — /'./  i  —  tx~[        i  —  /:i.r    '        i  —  /'./■    ' 

(16)  ■ 

!  _■_  (   i  " I  )  0  +  /s-r)(i-+-  <4-r^.  ..(i  +  <3.r-|)(i  +  <*J-1).  ■  • 

~  ÏP  '  '     (i  —  tx)  (i  —  £».r).  .  .(i—  tx~l)(i  —  t*x-1).  .  :  ' 

D'ailleurs  la  valeur  de  f{x),  déterminée  par  la  formule  (i3),  vérifiera 
évidemment  l'équation  linéaire 

(17)  f(f-x)  +  t-\f(x)=o, 
et,  par  suite,  il  suffirait  de  prendre 

,  a,      „    v       (    K      -l|(l  +  <î.r)(l  +  ^)...(i  +  <V')(i  +  <y-1)... 

(18)  /(*)  =  (*+*     )  (.-^(.-^...(.-^-h,-^-.),,. 

jx)ur  obtenir  une  valeur  de^a?)  qui  vérifierait  encore  l'équation  (10). 

Les  équations  (12)  et  (16)  s'accordent  avec  des  formules  données 
par  M.  Jacobi.  Elles  peuvent  d'ailleurs  se  déduire  l'une  et  l'autre  d'une 
équation  [dus  générale,  comprise  elle-même  dans  la  formule  (3),  et 
qui  parait  assez  remarquable  pour  mériter  d'être  ici  rapportée. 

Si,  en  supposant  le  module  de  /  inférieur  à  l'unité  et  le  module  de  0 

compris  entre  les  modules  de  /  et  de  -1  on  pose,  pour  abréger, 

e     (1  ■  g)  d-9<)(i-  et1). .  .(i  -  fl-'p  (i  -  e-1  <2). . 


[(1-0(1-  <*)(!-  <*)■••]' 

on  aura 

J-hOx   l  +  Qtx   1+  ')!'-. r         1  -+-  0-'/./— '    I  +  6-1/'' 


I  -t-  ./•       I  -+-  t X       l-h/-.r  I  -+-  tx~l  I-t-/J./' 

(ao)  (•) s-  ■       -0*- 


I  -  I  -H  X  1  +  tx  1  -t-  /-/ 


1  —  /./■    '  1  -)-  0-./-' 


Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage,  pour  l'instant,  sur  les  appli- 
cations des  formules  (2)  et  (3  ),  que  l'on  pourrait  multiplier  à  l'infini. 
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5;  II.  —  Développement  des  produits  composés  d'un  nombre  infini  de  facteurs 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  d'une  variable. 

Concevons  que  l'on  veuille  développer,  suivant  les  puissances  en- 
tières de  la  variable  x,  un  produit  de  la  forme  de  ceux  que  nous  avons 
considérés  dans  le  premier  paragraphe.  On  pourra,  pour  y  parvenir, 
chercher  à  tirer  parti,  soit  de  la  décomposition  du  produit  en  fractions 
simples,  soit  de  l'équation  linéaire  à  laquelle  satisfait  ce  même  pro- 
duit, considéré  comme  fonction  de  x.  Dans  le  premier  cas,  après  avoir 
développé  chaque  fraction  simple  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  ou  négatives  de  x,  on  obtiendra,  pour 
coefficient  de  chaque  puissance,  la  somme  d'une  nouvelle  série,  et 
il  ne  restera  plus  qu'à  examiner  s'il  existe  un  moyen  facile  d'obtenir 
la  valeur  de  cette  somme  exprimée  en  termes  finis.  Si  l'on  considère 
en  particulier  les  produits  représentés  par  les  seconds  membres  des 
formules  (6),  (i3),  (18)  du  paragraphe  précédent,  alors,  en  opérant 
comme  on  vient  de  le  dire,  on  résoudra  aisément  la  question  pro- 
posée, puisque  les  séries  dont  les  sommes  serviront  de  coefficients  aux 
diverses  puissances  entières  et  positives  ou  négatives  de  x  se  rédui- 
ront à  des  progressions  géométriques.  On  pourra,  de  cette  manière, 
établir  aisément  les  formules 

T     t  i-  i3  1 

(0   < 

i    (i  +  ta;)  (i-+-  t3x)  (i  +  t5x).  .  .  (i-+-  tx~l)  (i  +  t3x~]  )  (i  +  t3x-1).  .  . 


et 


K  (i  —  tx)  (i  —  t3x)  (i  —  Lbx).  .  .(i  —  tx~l)  (i  —  t*x~l)  (i  +  tsx~x), 


1  3  s  _  S 

x   -        x2  4-  x    -  x''  -t-  x   2 


.1 


x%->rx   «  (i  +  ti;r)(i  +  <>;r)(i  +  <';r)...(i+<^-|)(i+/'.?-l)(i  +  /t.r-1). 
H  (l  —  tx)  (i  —  C3x~){\  —  t*x).  .  .(i  —  tx~l)  {\  —  t*x~l)(i  —  Z5/-'). 
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K-L(.-/')(l-/»)(i-£«)...J'  H 


(I  _/«)(!  _£*)(! 


et  les  modules  des  variables  ce,  t  devant  rester  tous  les  deux  inférieurs 
à  l'unité.  En  d'autres  fermes,  on  aura 


i 1\-     i  -+-  x6 / 1^ 


i  -t-  L'   \x  I 


l  +  (l\  X 


\ 


1    (i  A-  tx)(i  -^-  Ûx)  (l+  t'ax).  .  .(l  -htx~l)(i  4-  t3X~l)  (i-\-  f°x-1).  . 
K  [i  —  tx)(i~  t^x)^  —  tbx). .  .(\  —  tx~l)  {\  —  t^x-1)  [i  —  tsx-1). . 


et 


i  4-  .r        i  -t-  x3   t         i  4-  xh  /  £  \*        \  -\-  x"'  /  I  ^ 
i  +  L*   x        i  -h  lr'  \xj         î  -h  t1  \x 


I 


l-ht 

i  -t-  .r  (  i  -+-  /J./-)  (i  -i-  t'*x)  (i  +  *6.r).  .  .(i  4-  f2^-1)  (r  4-  ^a?-1)  (i  4-  <0.'-    '  ). 
H        (i  —  tx)  (i  —  t*x)  {i  —  *5.r). .  .(i  —  tx~l)  (i  —  t'a;-1)  (i  —  <!'./•    '  ). 

Il  y  a  plus  :  si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  x  le  second 
membre  de  la  formule  (5)  du  §  I,  on  trouvera  pour  terme  indépendant 
de  x  l'expression 

(5)  T  =  i  —  r-  +  t*  —  t[1  -t-  t10  — . . . , 

c'est-à-dire  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est 

-+-  fit  (n-t-l  ) 

et  pour  coefficient  de  x"  ou  de  a?~"  l'expression 

fi  _  f3»-t-8  _|_  fS«  +-8  _  f  7/1+11  _!_.,., 

équivalente  au  rapport 

ou,  ce  (jiii  revient  au  même,  au  rapport 

(il   n  I  I    £(«-*-!)  (B+J)_i_  £{n+î)  (rt+3) 
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par  conséquent  au  rapport 

,    T—  i  +  t-~-  tr'^-. .  .  ±  /"<"  -' 

( —  l)n  : 

Donc  la  formule  (  5  )  du  §  I  donnera 

i  [(i-/')Q-f*)(i -*")...]' 

\  (i  —  tx)  (i  —  t3x).  .  .(i  —  fa?-1)^  —  t'a;-1). .  . 
(6) 

r         T"1/                   in         T-I+*2,     , 
=  T — {a;  +  ar-J)H (x2  +  a— ')  —  .  .  ., 

les  modules  des  variables  /,  x  devant  rester  encore  inférieurs  à  l'unité. 
Lorsque,  pour  développer  suivant  les  puissances  entières  de  x  un 
produit  du  genre  de  ceux  que  nous  avons  considérés,  on  veut  se  servir 
de  l'équation  linéaire  à  laquelle  satisfait  la  fonction  de  x  représentée 
par  ce  même  produit,  alors,  pour  éviter  toute  erreur,  il  faut  nécessaire- 
ment avoir  égard  au  changement  de  nature  que  peuvent  subir,  quand 
x  varie,  les  développements  de  certaines  fractions  simples.  Supposons, 
pour  fixer  les  idées, 

w;  J  v  {\  —  tx){\  —  t*x)...{\  —  ta;-x)\\  —  l%x-i)... 

Alors  la  fonctionna?)  vérifiera  l'équation  linéaire 
(8)  /(*■*) -h  **/(*)  =  o. 

Posons,  dans  ce  même  cas, 

(9)  /(x)^=nnx", 

le  signe  I  s'élendant  à  toutes  les  valeurs  entières  positives,    nulle 

ou  négatives  de  x,  et  T„  désignant  le  coefficient  de  r"  dans  /(x).  11 

semble,  au  premier  abord,  que  la  formule  (8)  entraînera  l'équation 

«le  condition 

ï'„    ,H   T»«»«-»  =  o, 

de  laquelle  on  conclurait 

T„:      <-n"T/"\ 
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T  étant  la  même  chose  que  T„,  et,  par  suite, 

/(JJ)  =  T2(—  \)"t~»\r». 

Cependant,  cette  dernière  équation  est  évidemment  inexacte,  et  l'on 
s'en  trouve  même  immédiatement  averti  par  cette  seule  circonstance 
([ne  l'expression  Zr":.r"  est  dépourvue  de  sens,  attendu  qu'on  ne  peut 
sommer  la  série  divergente  dont  le  terme  général  est 

(—])"/-"  \r". 

Mais,  pour  retrouver  des  formules  exactes,  il  suffira  d'observer  que, 
dans  l'hypothèse  admise, /(.r)  se  décompose  en  fractions  simples  donl 
une  seule, 


i  —  tx-' 


offre  un  développement  qui  change  de  nature  quand  x  est  remplace 
par  t-x.  Donc,  avant  de  recourir  à  la  formule  (8),  on  devra  retrancher 
le  développement  de  cette  fraction  du  développement  de  f(x).  Alors, 
à  la  place  de  la  formule  (9),  on  obtiendra  la  suivante 


/(*)-I_I^_1=T-i  +  (T_1-0*-1  +  (T.2-f*).K-*  + 

(  +T,.r^T,^2  +  , 


Kn  remplaçant,  dans  cette  dernière,  x  par  t-x,  et  ayant  égard  à  la  foi- 
mule  (8),  on  formera  l'équation 


['<■ 


/•'•/"' 


1  —  tx 


+  T-  1  -+-  (T_,  -t,)l-2x~'  +  (T_2  -/-)/    './--•^... 

-+-  Tj  x  -f-  T2.r2  4- .  .  .  r=  o ; 


puis,  en  développant  /(x)  et  i  _'  t  r  suivant  les  puissances  entières 
de  x,  et  comparant  entre  eux  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables de  X,  on  trouvera,  non  seulement 

T  T 

quel  que  soit  x,  niais  encore 

I,      --7-'  I  -,  I,  -     -,  ... 
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et,  par  suite, 

t  _   NB  T-i-i-f8 -<"  +  ... ±^(»-'> 

1  n  —  (     l)   -  (nt  ' 

ce  qui  esl  exact. 

Le  même  artifice  de  calcul  servirait  à  déduire  les  formules  (i),  (2), 
et  autres  du  même  genre,  des  équations  linéaires  auxquelles  satisfont 
les  fonctions  de  x  représentées  par  les  produits  dont  ces  formules  four- 
nissent les  développements. 

On  peut,  des  formules  ci-dessus  trouvées,  déduire  une  multitude  de 
conséquences  dignes  de  remarque;  par  exemple,  on  en  tire 


(l  +  2«  +  2/t+2i!l  +  ...)(H-2/:l+2/lî  +  2/:!7+...) 

1  —  c-   ,       1  —  t3   ,        1  —  f* 

1-^  I-r  I-*<* 


Mil  •  /  1  _  t  ,  _  C-  i  —  t3,  1   —  P      , 

=  n-a( -M _fî+___f3H f* 


et 

(12)  (i  +  1  -+-  /:l-^/6 


1  3<         ;>/j 


1  —  /      1  —  /3      1  —  /5 


Au  reste,  je  reviendrai  sur  ces  formules  dans  un  autre  Mémoire,  et 
j'observerai  en  finissant  que  si,  dans  les  équations  (1),  (2),  on  rem- 
place x  par  une  exponentielle  imaginaire,  on  obtiendra  des  formules 
données  par  M.  Jacobi. 

Ajoutons  que  les  équations  (1)  et  (2)  sont  comprises,  comme  cas 
particuliers,  dans  l'équation  plus  générale  qui  se  déduit  de  la  dernière 
formule  du  §  I.  En  effet,  on  tire  de  cette  formule 

!    r  ->-  9x  \-\-9tx  l  +  9l2x        i  +  ô-'/.r-'    i  +  O^r-x'1 
l     i-f-  x      1 -+- tx     i-\-t2x  i-htx-1  i-\-t%x~l 

d3)     ;   =V 


i  —  Q         \  —  (jL.         i—Ol'         i  —  8t3 

I  6-Ux-1  __  e-U-x-"1        Q-U3x~3  _ 

~  i  —  e-H  ~~  1  —  e-1 1*  +  i  —  0-lt>  " 

la  valeur  de  &  étant  toujours 

0_  (1  —  fl)(i  — g/)(i  —  0 /»)...  (i  —  g-' Q(i  —  6-1/2). 

[(1  —  0(1—  <»)(!-  /»)... J* 
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.), 


Analyse  mathématique.  -  -  Mémoire  sur  une  certaine  classe  de  fonctions 
transcendantes  liées  entre  elles  par  un  système  de  formules  qui  four- 
nissent, comme  cas  particuliers,  les  développements  des  fonctions  ellip- 
tiques en  séries. 

C.  K.,  T.  XVII,  p.  640  (7.  octobre  1843  1. 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Concevons  que  l'on  multiplie  les  uns  par  les  autres  divers  binômes 
dont  chacun  ait  pour  premier  ternie  une  constante  déterminée,  par 
exemple  l'unité.  Si  les  seconds  termes  de  ces  binômes  varient  en  pro- 
gression arithmétique,  on  pourra  en  dire  autant  des  binômes  eux- 
mêmes,  et  le  produit  ([ne  l'on  obtiendra  sera  l'une  des  expressions 
que  M.  Kranip  a  désignées  sous  le  nom  de  faotorielles .  Mais,  si  les  se- 
conds termes  i\c>  binômes  varient  en  progression  géométrique,  le  pro- 
duit obtenu  sera  une  autre  espèce  de  l'actorielle  dont  les  propriétés 
remarquables  méritent  d'être  signalées.  11  importe  de  distinguer  l'une 

de  l'autre  ces  deux  espèces  de  factorielles,  en  indiquant,  s'il  est  pos- 
sible, ii  l'aide  du  langage  même,  le  mode  de  formation  de  chacune 
d'elles.  Pour  atteindre  ce  but,  nous  désignerons  généralement  sous  le 
nom  de  factorielles  des  produits  composés  de  divers  facteurs  que  nous 
supposerons,  pour  l'ordinaire,  représentés  par  des  binômes  dont  les 
premiers  termes  seront  égaux;  puis  nous  appelle  ron  s  factorielles  arith- 
métiques celles  dont  les  facteurs  varieront  en  progression  arithmé- 
tique, et  factorielles  géométriques  celles  qui  auront  pour  facteurs  des 
binômes  donl  les  seconds  termes  varieront  en  progression  géomé- 
trique. Dans  ce  dernier  cas,  la  raison  de  la  progression  géométrique 
sera  en  même  temps  ce  que  nous  appellerons  la  raison  de  la  l'actorielle 
géométrique.  Le  premier  terme  de  la  progression,  ou  le  second  terme 
du  premier  binôme,  sera  la  base  de  la  factorielle. 

OEuvres  <!<■  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  9 
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Lorsque,  dans  une  factoriello  géométrique,  le  premier  terme  de 
chaque  facteur  est  une  constante  qui  diffère  de  l'unité,  il  suffit  évi- 
demment de  diviser  la  faetorielle  par  cette  constante  élevée  à  la  puis- 
sance dont  le  degré  est  le  nombre  même  des  facteurs,  pour  obtenir 
une  autre  faetorielle  dans  laquelle  chaque  facteur  a  pour  premier 
terme  l'unité. 

Eu  égard  à  cette  observation,  on  peut  se  borner  à  considérer,  parmi 
les  factorielles  géométriques,  celles  qui  offrent  pour  facteurs  des  bi- 
nômes dont  chacun  a  pour  premier  terme  l'unité.  C'est  ce  que  nous 
ferons  désormais.  D'ailleurs,  nous  nous  proposons  de  considérer  ici 
spécialement  les  factorielles  géométriques,  composées  d'un  nombre 
infini  de  facteurs;  et  il  deviendra  nécessaire  de  réduire  à  l'unité  le 
premier  terme  de  chaque  facteur,  dans  une  semblable  faetorielle,  si 
l'on  veut  que  celle-ci  ne  devienne  pas  nulle  ou  infinie.  Comme  cha- 
cune des  fonctions  appelées  elliptiques  se  réduit  au  rapport  de  deux 
factorielles,  on  ne  doit  pas  être  étonné  de  voir  les  formules  déduites 
de  la  considération  des  factorielles  géométriques  fournir,  comme  cas 
particuliers,  les  développements  des  fonctions  elliptiques  en  séries, 
ainsi  que  nous  l'expliquerons  dans  la  suite  de  ce  Mémoire. 

§  11.  —  Propriétés  diverses  des  factorielles  géométriques. 

Considérons  une  faetorielle  géométrique,  composée  d'un  nombre 
infini  de  facteurs  dont  chacun  ait  pour  premier  terme  l'unité,  les  se- 
conds termes  des  binômes  qui  représentent  les  divers  facteurs  étant 
les  termes  successifs  de  la  progression  géométrique 

dont  la  raison  /  offre  un  module  inférieur  à  l'unité.  Si  l'on  désigne  par 
nr(.r,  /  )  cette  faetorielle  dont  x  sera  la  base  et/  la  raison,  on  aura 

(i)  nrCr,/)       (i  -\-x)  (i  +  t.r)  (i  -4-  /2.r)  (i  -t-  t3  ./■)..  .. 

Nommons  A  et  li  les  valeurs  particulières  qu'acquiert  celle  faeto- 
rielle, quand  <>n  y  pose  successivement  x      t  cl  x  t.  Nommons 
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pareillement  A,„et  B„,  les  valeurs  que  ts(x,tm)  reçoit  quand  ou  y  pose 
successivement  x  =  /'",  x  =  —  /'".  On  aura 

\,  —  A  =  (i  +  t)  (n-*-)  (i  +  P) . .  .  —  m(i,  t), 
B,=  B  =  (i  —  t)(i  —  t')(i  —  i3)...  =  rn{—  t,  l), 

et  généralement 

A„,=  (l  -+-  t'"  111  +  /■-"')(■  ■+- 13"1) . . .—  rs(t'",  f"). 
B„,=  (i  —  tm)  (i  —  /'2'")  (i  —  t'im) . .  .  =  rs(—  t'",  t'"). 

D'ailleurs,  on  tirera  de  l'équation  (i) 

1V(X,   l)  =  (l  -h  x)m(tX,  t  ); 

et  comme  on  a,  quel  que  soit  x, 

I  —  X1  :   -   |  I  —  x)  {l  +  X  ), 

on  trouvera  encore 

(3  i  rai  —  .r2,  /-  )  =  bt(—  .r,  f  )  rrr( i»,  /  ). 

En  remplaçant  dans  cette  dernière  formule  x  par  /,  on  en  conclura 

(4)  B2r=AB; 

en  remplaçant  au  contraire  x  par  a-'",  et  /  par  /'",  on  trouvera 

(.").  B2,„=  A,„B,„. 

La  formule  (4)»  de  laquelle  on  peut  déduire  immédiatement  la  for- 
mule (  5  »,  a  été  remarquée  par  Euler  (Introductio  in  Anatysin  infinîto- 
rum  ). 

Concevons  maintenant  que  l'on  multiplie  l'une  par  l'autre  les  deux 
factori elles  géométriques 

TS(X,  ()  il-      ./•)  (l  +  tX)  (  I  +  l2X)  . . . , 

GT|  /■'■-',  t)  =(!-+■  tX     '  I  i  I         /'■  V     '  I  I  l  /;  /■     '      .  .  ., 

et  désignons,  à  l'aide  de  la  notation 

U(x,t), 
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la  nouvelle  factorielle  qui  résultera  de  cette  multiplication.  On  aura 

((ii  H(x,t)=.w(x,t)v3(tx-l,t) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(-)        Hi.r.  /•  -      il  -4-.rï  (i  -+-  tx)(l-\-  t*x)  ..  .  (i-±-tx~{)  (l+  r2./-1)  .  .. 

et,  par  suite. 

(8)  x'  -?U(.r,  I)  -(./■-+  X~*)  (l-+-tx)(l-ht*x)...(l-h  fx-1)  (l+r-X-*  I.  ... 

domine  le  second  membre  de  la  formule  (8  )  ne  varie  pas  quand  on  y 
remplace  x  para;-1,  cette  formule  entraîne  évidemment  l'équation 

(9)  x~*TL(x,t)  =  x*\L(x-\t), 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit  : 

(10)  VL(x,t)  =  xU(x-1,t). 

De  plus,  on  tire  des  équations  (6)  et  (2) 

E(tx,  /)  —  is{tx,  t)m(.r-\  t), 
m(tx,t)  =  -  --^— ,         Ts{x-i,l)  =  (i-t-x-i)rs(tx-\t) 

I    ~T~   OC 

et,  par  suite, 

(m  U{tx,  t)  -.c-1  II(.r,  t), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(12)  U(x,  t)  =  xTL{tx,  t); 

puis,  ou  en  conclut 

ïl(.T,  t)  =xU(tX,   I  I 

=  x.tx  II(  t-.r,  t) 

—  x.tx.Px  Il  (/••>.,•,  t) 


et  généralement 

ll(x,t)  n=.r'"/'     '    ■         '"     n  II(/'"./\  I 
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ou,  ce  qui  revient  au  mémo, 


;//  i  m  —  1 


(i3)  YL(x,t)  —  t      -       .r"'Y[(t"'.r,t). 

Enfin,  la  formule  (6  ),  jointe  à  l'équation  (3),  entraînera  évidemment 
l'équation 

(I.',  i  II(—  ,/-?,/-i         II(        ./,  /ill(.r,  t). 

Parmi  les  propriétés  dont  jouissent  les  factorielles  ct(  x,  i  ),  II(  x,  I  >, 
on  peut  remarquer  encore  celles  que  nous  allons  indiquer. 

Si  l'on  nomme  r  une  quelconque  des  racines  primitives  de  l'équa- 
tion 

X1"  —  I  =  o, 

.on  aura  identiquement,  quel  que  soit  x, 

I  —  ,r'"=  (i  —  x)  (l  —  /•./•)  Il  —  r-.r)  .  .  .  (i  —  r'"~lx), 

et  l'on  en  conclura 

(f5)  bt(—  xmi  /'"  i  =xs(—x,  t)vs(-  rx,  l) ..  .rot  —  rm~lx,  t), 

(16)  U{— .r'",/'"  )  =  TL(—x,  t)E{—  rx,  t) . .  .II(~  /■">->.,■,  t). 

La  formule  (i5)  permet  évidemment  de  transformer  une  factorielle, 

dont  la  raison  est  /'",  en  un  produit  de  plusieurs  autres  factorielles, 

dans  chacune  desquelles  la  raison  se  trouve  réduite  à  la  première 

puissance  de  /. 

Concevons  à  présent  que  l'on  construise  le  produit  de  n  factorielles 

de  la  forme 

U(kx,  t),     R(px,t),     11 1  VX,  t),     ..., 

A,  u,  v,  ...  désignant  des  coefficients  quelconques  réels  ou  imagi- 
naires, et  que  l'on  représente  par /(a?)  ce  produit  considéré  comme 
fonction  de  x.  l/équation 

(17)  /•(./■).- II(/../-.  t)  Il  ip.oiïi  v./-,  t)..., 

jointe  à  la  formule  (12),  entraînera  évidemment  la  suivante  : 

(18)  f(x        Ayv.... <■"/</■<•>• 
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Si  l'on  supposait,  au  contraire, 

f(Jr)    =II(Xar,On(f*.r,/)II<v.r,  /)...' 

on  trouverai! 

(20)  f{x)  =>.-,/J.-'v-1.  .  ..!■-"  f(tx). 

Enfin,  si  l'on  supposait 

Yi{lx,  /)II(fz.r,  QlKva-,  n..  ■ 
/('r)    "  tt(«a;,On(ëa:,On(y^,0.-.' 

alors,  en  nommant  «  le  nombre  des  factorielles 

Jl(lx,t),     II(jxar,<),     n(va?,0»      •••• 

et  ra  ±  1  le  nombre  des  factorielles 

DI(a.r,  l),     II(6.r,  /),     ÏI(ya?,  0,      ..., 
on  trouverait 

f(x)  =  9x±'f(tx), 

la  valeur  de  G  étant 

(28)  «_XP-- 


aëy . . . 

Si  l'on  a  précisément  w  ±  1=  n  ou  1  =  o,  la  formule  (22)  se  trouvera 
réduite  à 

(24)  f(x)  =  8f(tx), 

et  l'on  en  conclura  généralement,  quel  que  soit  le  nombre  entier  m, 

f  25  1  f(œ)  =  0'" /{(>".>■). 

Cette  dernière  formule,  subsistant  quel  que  soit  a?,  sera  encore  vraie 
si  l'on  y  remplace  x  par  /  "'•*•,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  y 
remplace  ///  par  —  m. 

La  formule  (22)  ou  (25)  mérite  d'être  remarquée,  comme  présen- 
tant nue  relation  linéaire  très  simple  entre  deux  valeurs  diverses  de  la 
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fonction  /(#)•  En  partant  de  celle  même  formule,  on  peut  aisément 
décomposer  cette  fonction  en  fractions  simples,  on  la  développer  en 
série,  comme  nous  l'expliquerons  dans  le  paragraphe  suivant  et  dans 
de  nouveaux  Mémoires. 

^  III.  —  Décomposition  d'une  fraction  qui  u  pour  termes  des  produits 
de  factorielles  en  fractions  simples 

Le  calcul  des  résidus,  joint  aux  formules  établies  dans  le  [tara- 
graphe  précédent,  fournit  les  moyens  de  décomposer  assez  facilement 
en  fractions  simples  une  fraction  qui  a  pour  termes  des  produits  de 
factorielles  semblables  à  celles  que  nous  avons  considérées  ci-dessus. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  se  propose  de  décomposer  en 
fractions  simples  la  fonction 

n  (>../■,<  )  n  (yLx,t)U  (vj,n... 

■      '  '   "  ïl(y.i,  nlliS.r,  t)U(yx,  t)...' 

et  supposons  encore,  pour  plus  de  facilité,  que  les  deux  ternies  de  la 
fraction  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (i)  renferment 
l'un  et  l'autre  le  même  nombre  //  de  factorielles.  Alors,  en  posant,  pour 
abréger, 

57.  y.z,     t)m(Bs,    t)xs(ys,    l)...  =  P 
\  et 

(      ■(n,'),0(^,l)w(^,')-;:=0, 

on  trouvera,  pour  un  module  de  /  inférieur  à  l'unité, 

S  étant  indépendante  de  r,  pourvu  toutefois  que  la  suite  des  résidus 
partiels  donl  se  composera  le  second  membre  de  la  formule  <  3)  soil 
une  série  convergente.  De  plus,  comme,  en  vertu  des  formules  |  i  i 
cl  t  11 )  du  §11,  on  aura 

(4)  Wi.i         i  +  x)ts'ta>,  i)  m(t.r-\t) 
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et,  par  suite,  pour  x    -  —  i , 

5^=[«(-*fO]»=B", 

i  -\-x         L  n 

il  est  clair  que  ^  sera  le  résidu  partiel  de  la  fraction 


II  (./•,  1 i 
correspondant  à  la  racine  —  r  de  l'équation 

i  +  x  =  o; 
donc  aussi  —^  sera  le  résidu  partiel  de  la  fraction 


II (w,  /) 

correspondant  à  la  racine de  l'équation 


i  +  a.r  =  o; 


et,  pour  celte  même  racine,  le  résidu  partiel  de  la  fonction /(a?)  sera 
le  produit  de  -  par  la  valeur  de  0œ  que  détermine  la  formule 

0*=:-^ 


-V  n  -  £>t 


Donc  la  fraction  simple  correspondante  à  cette  racine  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (3  )  sera 


<"Mt—    -■)     -««■ 


i        y..r  i  i  -t-  a.r 


D'autre  pari,  connue,  en  posant,  pour  abréger, 
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on  aura  [yoj'rla  formule  (24)  du  §  II] 

(7)  /{x)  =  e/{tx) 

et,  par  suite, 

(8)  f(.r)  =  0>»f(t»>x), 

quelle  que  soit  la  valeur  entière  positive  ou  négative  de  m,  il  en  ré- 
sulte que  les  résidus  partiels  de  la  fonction  /(x)  correspondants  aux 
racines  des  deux  équations 

1  -+-  oit'nx  =  o,  1  -+-  ot.-1 1'"  jr~l  =  o 

seront  les  produits  respectifs  des  rapports 

1  f 

et    

«("'  atrm 

par  les  expressions 

Qa9m    et    0a0-w. 

Donc  les  fractions  simples  correspondantes  à  ces  deux  racines  dans 
le  second  membre  de  la  formule  (3)  seront 

atmx  _        ct-W'œ-1 

-  0« .  ,   „„„„    et    0a 


Donc,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (3),  la  partie  correspon- 
dante aux  diverses  racines  de  l'équation 

ïl(ocx,  t)  =  o 

sera 

—  0acp(a.z), 

pourvu  que  o(.r)  représente  une  fonction  nouvelle  de  x  déterminée 
par  la  formule 

<p(x)  = h  9 ■  +  O2 


1  -t-  x            1  -+-  tx             1  -+-  t2x 
9-1  _±1 Q-i 


1  +  tx-  '  i-H  ^.r-» 

Donc,  si  l'on  nomme 

0g,    0Y,     ... 

OEtwres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  IO 
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les  valeurs  successives  que  prendrait  le  facteur  0a,  en  vertu  d'un 
échange  opéré  entre  les  coefficients  a  et  S,  ou  a  et  y,  etc.,  on  tirera 
définitivement  de  la  formule  (3) 

(10)  f(x)  =  è—  0a<p(a.r)  —  06  9(6  j)  —  ©Y  o(yj?)  —  ■  .  ■  . 

Quant  à  la  valeur  de  S,  on  peut  la  déduire  immédiatement  de  l'équa- 
tion linéaire  (7).  En  effet,  si  dans  cette  équation  linéaire  on  substitue 
la  valeur  def(x)  fournie  par  l'équation  (10),  on  trouvera 

(1— 6)è  —  0a—  0g—  0Y  — ...  =0 
et,  par  suite, 

(") 


0,  _i_  0*  +  0y 


Donc  la  formule  (ro  )  donnera 

(i2)         f(.r)  =  0,  [j^-q  -  9(a^)J  +  0g [^  - <p(6*)]  +  •  •  • . 

Cette  dernière  équation  suppose,  non  seulement  que  le  module  de  / 
est  inférieur  à  l'unité,  mais  encore  que  la  série  dont  9 (a?)  désigne  la 
somme  est  convergente  et,  par  suite,  que  le  module  de  0  est  renfermé 
entre  les  modules  de  /  et  de  -•  Il  est  bon  d'observer  que,  pour  obtenir 

la  fonction  de  a?  ici  représentée  par  9(2?),  il  suffit  de  multiplier  respec- 
tivement par  les  puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives  de  0. 
les  divers  termes  de  la  série  dont  la  somme  représente  l'expression 

Dx n~(.r,  t)  ._    ,_, 

On  a,  en  effet, 

(.3)    xX)x\\l{x,t) 


I  +  cT  \-\-tX  I-W2./-  1+  tX~x  l-t-t2X~l 

Dans  le  cas  particulier  où  chaque  terme  de  la  fonction  f(x)  renferme 
une  seule  factoriellc,  c'est-à-dire,  dans  le  cas  où  l'on  a 

(,,)  /U)-ll{ocx,t)' 
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l'équation  (12)  se  réduit  à 

,,;,)  /(a.)  =  er_L_9_(p(aa;)Jj 

la  valeur  de  0  étant 

(16) 
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e=B-n 


->    t 

a 


et  coïncide  avec  l'équation  (20)  de  la  page  5ç)  (voir  le  Compte  rendu 
de  la  dernière  séance).  Alors  f(x)  se  changera  en  une  fonction  ellip- 
tique, si  chacun  des  coefficients  se  réduit  à  l'une  des  quantités 

±1,  ±A 

Dans  le  cas  où  chaque  terme  de  la  fonction /(j?)  renferme  deux 
faetorielles,  et  où  l'on  a 


(>;: 


Iiq.r,  t)U((Ji.r,  t) 


la  formule  (12)  donne 

(.8)  /(a.)  =  e8|"_L_  _,(««)    +®e[— 


0 


3>(6tf) 


el  ainsi  de  suite. 

Nous  développerons  dans  d'autres  Mémoires  les  conséquences  impor- 
tantes qui  se  tirent  de  la  formule  (12)  et  d'autres  formules  du  même 
genre,  sous  le  double  rapport  de  l'Analyse  mathématique  et  de  la 
Théorie  des  nombres.  On  doit  particulièrement  remarquer  les  résultais 
qui  se  déduisent  de  cette  formule  :  i°  quand  le  coefficient 

,  _  7,uv  .  .  . 


y.zy... 

se  réduit  îi  l'unité;  2"  quand  les  coefficients 

y.,    €,    •/,     ... 

deviennent  égaux  entre  eux.  Ainsi,  en  particulier,  en  supposant,  dans 
la  formule  (17), 
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et,  par  suite,  0  =  i, 

('9)  /u)-  n(.r,on(}.p(ô' 

on  tirera  de  l'équation  (18) 

(20)  f'x)  =  0  [1  -  4»(-  ).)  -  fl>(-  ix)  —*(*)  +  *(X(**)], 

les  valeurs  de  0  et  de  <!>(#)  étant 

0=n(-U)n(-M) 
1    ;  B2n(-x^,  0 

(22)  $(.r)  =  xDjn(i-,  0- 

Si,  au  contraire,  on  supposait  dans  l'équation  (17) 

a  =  6  =  1 
et,  par  suite, 

(23)  /(*>  =  — pr^TTjp— ' 
on  tirerait  de  la  formule  (18) 

(24)  y(U)  =  0  j  [1  —  0>(—  X)  —  <t>(—  ^)]  [7^0  -?(*)]   -^D,?(.r)j, 

les  formes  des  fonctions  o(x),  <ï>(.r)  étant  toujours  déterminées  par 
les  équations  (9),  (22),  et  les  valeurs  de  0,  0  étant 

(25)  0  =  Xp, 

(26)  &=u(-i,  tm-^t) 


229. 

Analyse  mathématique.    —  Mémoire  sur  les  faclorielles  géométriques. 
C.  H..  T.  XVII,  p.  G9Î  (9  octobre  1843). 

Les  faclorielles  géométriques,  telles  que  nous  les  avons  définies  dans 
la  dernière  séance,  oui  entre  elles  des  relations  qui  méritent  d'être 
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remarquées.  Nous  allons  ici  nous  occuper  spécialement  de  ces  rela- 
tions dont  plusieurs  peuvent  assez  facilement  se  déduire  des  principes 
établis  dans  les  précédents  Mémoires. 

Analyse. 

Nommons  zs(x,  t)  une  factorielle  géométrique,  et  composée  d'un 
nombre  infini  de  facteurs,  qui  offre  pour  base  la  variable  x,  et  pour 
raison  une  autre  variable  t  dont  le  module  reste  inférieur  à  l'unité.  On 
aura 

(i  )  m(x,  t)  =  (i  -\-x)  (i  +  tx)  (i  ~h  t'2x) 

Soient  de  plus  A,  B  les  valeurs  particulières  que  prend  la  factorielle 
v(jc,  t)  quand  on  y  pose  successivement x  =  l,  x=—t;  soient  pareil- 
lement A,„  et  B,„  les  valeurs  particulières  que  prend  la  factorielle 
v(x,  lm)  quand  on  y  pose  successivement  #  =  tm,  x  =  —  /'".  On  aura 

encore 

lk,  =  A  =  (i -+- t)(i +  <•)(!  + *»)...  =cr(«,  t), 

B,  =  B  =  (i  —  0  (i  —  t2)  (i  -  t3). . .  =  ro(—  t,  t) 

et  généralement 

A„,=  (r  -+- 1'")  (i  +  tim)  (i  +  tim). . .  =tb(1">,  tm), 
Bm  =  (i  —  t"1)  (i  —  t-"1)  (i  —  t3'")..  .  —  ct(—  t'",  t'"). 

D'ailleurs,  comme  nous  l'avons  remarqué  dans  la  dernière  séance,  on 

trouvera 

(  rs(x,  t)  =  (i  -+-  x)m(tx,  t), 

(3) 

(  nr(  —  xi,  /2)  =  nr( —  r,  t)  va{x,  t) 

et,  par  suite, 

(      B2=  M!, 

(3)  _ 

Considérons  maintenant  une  factorielle  TL(x,  i),  représentée  par  le 
produit  des  deux  factorielles  géométriques 

tb(x,  t),     Tn(tx~l,  t). 
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de  sorte  qu'on  ail 

(  4  )        Il  (  r,  0  =  (  i  +  x  )  (  i  +  tx)  (  i  +  t-  x) .  .  .  (  i  +  t  x~l  )  (  i  +  f- x~l  ) .  .  . , 

(5)  II(#,  t)  =  xTL(txt  t), 

(6)  n(.r-',  t)=U{tx,  t), 

(7)  Iï(-aï»,*«)  =  n(-a?,  0H(«,  f). 

De  plus,  en  vertu  de  la  formule  (8)  de  la  page  52,  on  aura  encore 

„,         .        x  -4- 1  -+-  l(x2  +  x-1)  -+-  t3(x3  +  .r-2)  -+-.  .  . 
II(a?,«)=-    g 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

n  (  n  —  1] 

(8)  n^')  =  ê2r~J" 

et,  par  suite, 

(9)  II(<.r,  0  =  j^'"^'"' 

les  sommes  qu'indique  le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs 

entières  positives,  nulle  et  négatives  de  n.  On  en  conclura  immédia- 
tement 

(nln-i) 
yt  *  'x"=nji(x,t), 

f    Y  t"\r"-=BiIl(lx,  f2). 

Ajoutons  que,  en  vertu  de  la  formule  (.5)  de  la  page  5j,  on  aura 
YL{—.tx,  t-)~2à{     ''"  i—tin+ix' 


puis,  en  remplaçant  .r  par  —  -  et  /  par  2*, 
('■)  h£t.=S(-0" 


En  combinant  entre  elles,  par  voie  de  multiplication,  la  formule  (il) 
et  la  première  des  équations  (io),  on  obtient  cette  autre  équation 
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digne  de  remarque  : 


n  In  —  1 1 
t       * 


^2(_,)" 


n(n->-1  i 
«       2 


Aux  formules  qui  précèdent  on  peut  joindre  encore  la  formule  (20) 
(p.  09),  de  laquelle  on  tire,  en  supposant  le  module  de  G  compris 

entre  les  modules  de  /  et  de  -■> 


(i3) 

la  valeur  de  0  étant 

04) 


n(^7y=0L7^~?(") 


0= 


n(-o,t) 

B2 


et  la  valeur  de  9 (a?)  étant 


(•5; 


?(-r) 


tx 


r-.r 


\  -\-  X  \  -\-  tx  i  -\-  t'2x 


e-1 


tx~ 


I1.,- 


I  -+-  tX~ 


t2x- 


Observons  d'ailleurs  que,  en  vertu  de  l'équation  (1  >),  on  aura,  si  li 
module  de  0  est  inférieur  à  l'unité, 


o(x) 


I  -+-  X  I  -+-  t X  I  -t- ■  t'-x 

0-1  0-1 


9« 


i  +  r'x       1  -1-  £~2.r 

et,  si  le  module  de  0  surpasse  l'unité, 

_< (t)  = «_  0 V 

,_5       rv  )  i-\-x~l        i-+-t-lx~l        i+r'j;-1 

g-'  f)-"-_ 

1  -H  <2x"' 


2U  7+7 


f  j?" 


2t 


b" 


->rtnx 


Donc  la  formule  (i3)  donnera,  pour  un  module  de  0  inférieur  à  l'u- 
nité, mais  supérieur  au  module  de  /, 


(.6) 


inox,  t)    m—o.t) 


II  (x,  0 


B1 


Si 
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et,  pour  un  module  de  0  supérieur  à  l'unité,  mais  inférieur  au  module 

11(03%  t)  _  II(— 9,Q  y       Q-" 

Au  reste,  pour  passer  de  la  formule  (16)  à  la  formule  (17),  il  suffit  de 
remplacer,  dans  la  première  de  ces  deux  formules,  0  par  ->  et  d'avoir 

égard  à  l'équation  (5). 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué  dans  la  séance  précédente,  pour 
obtenir  la  fonction  y(x),  dont  la  valeur  est  donnée  par  la  formule  (i5), 
il  suffit  de  multiplier  respectivement,  par  les  diverses  puissances 
entières  positives,  nulle  et  négatives  de  ô,  les  divers  termes  de  la  série 
dont  la  somme  représente  la  fonction 

i  <b(x)  =  x])xlU(x)  =  — 1 —  H %-      +... 

v     ;  x       v     '        i+.œ        \-\-tx  \-\-t*x 

(18)       l 

tx~x  t*x~l 


1  -+-  tx~l         1  4-  t-x~l 

Ajoutons  qu'en  vertu  de  l'équation  (22)  on  aura  évidemment 

(-9)  *(0  =  i,        •(-')  =  * 

et 

(20) 


*(t*)  =  *(—**)  =0, 

$(r*)=$(— r*)=i. 


La  formule  (8)  fournit  immédiatement  le  développement  de  la  fac- 
torielle  ïl(x,  t)  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières, 
positives,  nulle  et  négatives  de  x.  Pour  développer  les  rapports 

I  ^         11(03%  <) 

Ti{x,t)         n<>,  0 

en  de  semblables  séries,  il  suffit  de  recourir  à  la  formule  (11)  et  à  la 
formule  (iG)  ou  (17),  et  de  développer  dans  les  seconds  membres  de 
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ces  formules  les  fractions  do  la  forme 


i 

ou 


Il  r—l 


I  -h  tnX  I  -H  l"  X 

en  progressions  géométriques  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  /.  En  opérant  ainsi,  on  tirera,  par  exemple,  de  la 
formule  (16)  ou  (17),  ou.  ce  qui  revient  au  même,  des  formules  (i3), 
(i4)et(i5), 

(,,)  R(dx,t)_U(-e,t)y  & 

le  signe  ^  s'étendant  ici,  comme  dans  les  formules  (8),  (10),  (11), 

(16),  (17),  à  toutes  les  valeurs  positives,  nulle  ou  négatives  de  n. 
.Mais  une  différence  essentielle  entre  la  formule  (8)  et  la  formule  (21), 
c'est  que  la  première  subsiste  pour  des  valeurs  quelconques  de  x, 
tandis  que  la  dernière  suppose  le  module  de  x  renfermé  entre  les 
limites  1  et  -• 

Posons  maintenant 

(22)  f\  x)  =  TL{lx,  t)  II(/jc.r,  t)U(vx,  t) 

En  vertu  de  la  formule  (8),  qui  subsiste  quel  que  soit  x,  on  aura 

n(/i  —  1  )  n  1  n  —  1 1  11 1  n  -  \  , 

(23)  f(x)  —  &-"t\t      -'      À'\r"Y*^       ^".r'-yt      *       vnx'1..., 

m  désignant  le  nombre  des  factorielles 

n{l.r,l),     VL(px,t),     B.{vx,t),      ...; 

puis,  en  multipliant  les  uns  par  les  autres  les  divers  termes  dont  se 
composent  les  sommes  renfermées  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (  23  »,  on  trouvera 

(24)  /(x)        I!    '" Vk„,«, 

le  signe  V  s'étendant  toujours  à  toutes  les  valeurs  entières  de  //,  et  la 

fonction  de  /,  représentée  par  k„,  étant  une  somme  de  termes  propor- 
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tionnels  à  des  puissances  entières,  mais  positives  de  t.  Comme  d'ail- 
leurs, en  posant,  pour  abréger, 

(25)  0  =  Xj*V..., 

on  tirera  de  la  formule  (5) 

(26)  f(x)  =  8xmf(tx), 

les  diverses  valeurs  de  k„  devront  être  toiles  que  l'on  ait 

y  k„  x"  —  V  fj  k„  t"  xn+m, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

V  k„  xn  —  V  6  k„  _  „,  i"  -  "•  xn . 
Cette  dernière  formule,  devant  être  vérifiée  quel  que  soit  x,  donnera 

—  fi  \i  fil- m 

et  par  suite,  si  l'on  nomme  i  l'un  quelconque  des  nombres  entiers 
inférieurs  à  m,  on  aura 

«  1/7  —  1  I 

L  .  —  n  L-  .  finit— m+i  —  fi»  l    /  i 

"■mn+i —  'J  "■mn—m  +  i  l  —  V     IV,  t 

Comme  on  aura,  d'autre  part,  en  vertu  de  la  formule  (8), 

n  I  n  —  1  | 

Vi  m h  ni 

,    Bnt  x'nn^—Bmx''Tl(et''.r,t'"), 

l'équation  (24)  donnera 

(27) 


f(x)  —  K0TI(dxm,  t'")  -t-Et a;  11(0* ■»'»,*'")  -h... 

+  K,„_,  x"<-{  Jl(0/"'-i.r"1,  t">  ), 


K,  désignant  une  fonction  de  t  liée  à  k,  par  la  formule 

K,-=B-»I5„,k„ 

Ajoutons  que,  pour  déduire  de  l'équation  |  27  )  elle-même  les  valeurs 
des  fonctions  de  t  représentées  par 

liu,      K.),       .  .  . ,      K,„  _  |. 
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il  suffira  d'attribuer  successivement  à  x,  dans  cotte  «'([nation,  m  valeurs 
particulières.  Le  calcul  devient  surtout  facile  lorsque  les  valeurs  parti- 
culières de  x  forment  une  progression  géométrique  dont  la  raison  r  est 
une  racine  primitive  de  l'équation  binôme 


En  effet,  supposons  les  valeurs  particulières  dont  il  s'agit  réduites  aux 
divers  termes  de  la  progression 

\,      rx,     r1  x,      .  .  .,     r'"-1*., 

on  tirera  de  la  formule  (  27  ) 

/(x)  -ht  '/(rx)  -+-/-"/( r«x)  +..  .+  r-f'"-1"/(r"t-,x) 


(  28  1     K, 


mxj  ll<  O/'.v",  *'") 


Il  y  a  plus  :  comme  dans  l'équation  (28)  la  valeur  particulière  de  x, 
désignée  par  x,  restera  entièrement  arbitraire,  on  pourra  en  disposer 
de  manière  à  simplifier  la  forme  sous  laquelle  se  présentera  la  valeur 
de  K,.  Supposons,  [tour  fixer  les  idées,  que  l'on  ait 

m  =  1 
et,  par  suite, 

Alors  on  trouvera 

8  —  ).[x,         r  =  —i, 

et  la  formule  (28)  donnera 

_  /(x)+/(-x)  _  /(X  )-/\ -  X) 

2H{9x\t*)  1_    ■.».X|I(^/XS  (*)    ' 

j)uis  on  en  conclura  :  1"  en  posant  0x2=  —  1, 

/(*)+/(- x)  =  o 


et 


n(Ç,,i-) 


K  -       /(*>        - 

,_  \\\(~t,t2)  ~~    U{-t,r-)  ' 
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20  en  posant  Ox2  —  —  /, 


et 


K0-        /(x>-  ^ 


n(— m2)  '  ni-- /, /-) 

On  aura  donc 

(..g)  naa?,on(^,o  =  -^-  ll(  ,f>tt)v — — 

Si,  dans  la  formule  (29),  on  pose  X  =  [/.  =  1,  elle,  donnera  simplement 

(3o)  [n<*,o]'=-  n(-M') 

Eu  égard  aux  formules  (3o),  l'équation  (1 1)  donne 


(3i)    (y,t  2  ^" ) ~v /»=y /"("-iix2"+xy r'c;~" y /":.r2", 

et,  par  conséquent,  elle  s'accorde  avec  la  formule  (17)  de  la  page  5/j. 
Prenons  maintenant 

,»    ,  ,,  II(Xar,  t)TL(px,  t)H(vx,  t)... 

(,02)  J  (X  j 


\\{y..r,  I  )  ll(6.r,  /)  Il(/.r,  t)... 

et  supposons  d'abord,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  deux  termes  de 
la  fraction  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (32)  ren- 
ferment l'un  et  l'autre  le  même  nombre  m  de  factoriclles.  Alors,  en 
supposant  la  forme  de  la  fonction  ç (a?) déterminée  par  l'équation  (i5), 
et  posant,  pour  abréger, 

(33)  e  =  àg]Lii, 

aby . . . 

n(    v  w  )  m  (    e,«W-^,i 

(34)  0, 


.<-..(     !„)n(     J.,)... 
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on  aura,  pour  un  module  de  0  compris  entre  les  modules  de  /  et  de  - 
[voir  la  formule  (12)  de  la  page  7  \\, 

(35)  /(  x)  =  0,  [-  \ v  -  <p(  «x  )  |  -t-  0g  ["^-g  -  <p(6*)]  +  .  .  .  . 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  prend  m  =  1  et  A  —  Oa,  la  formule  (35) 
donnera 


(36) 


Tl(9xa;  t)  _  TK-  B,t) 
U{ax,t)   ''  B2 


[ïèi  -*<«»] 


et  s'accordera  ainsi  avec  l'équation  (i3).  D'ailleurs,  eu  égard  à  la  for- 
mule (36),  l'équation  (35)  pourra  s'écrire  comme  il  suit  : 


„   .  ...  B2        [„    U(6ax,t)  11(06*-,/'  1 


Enfin,  comme  cette  dernière  formule  ne  sera  pas  altérée  quand  on  y 
fera  croître  ou  décroître  À,  et,  par  suite,  0  dans  le  rapport  de  1  à  -  ou 
de  1  à  t,  on  doit  en  conclure  qu'elle  subsistera,  non  seulement  avec 
la  formule  (34)»  pour  un  module  de  0  compris  entre  les  modules  de  / 
et  de  -»  mais  généralement,  comme  dans  la  formule  (27),  pour  un 
module  quelconque  de  0.  Nous  voici  donc  arrivé  à  une  équation  très 
singulière,  à  l'aide  de  laquelle  une  fraction  qui  a  pour  termes  des  pro- 
duits de  m  factorielles 

UCXx,  t),       U(u..r,  lu       ... 

ou 

Wy.r,  I),     II(6#,  t),      ..., 

peut   être  décomposée  en    parties  proportionnelles  à  des  fractions 

simples  de  la  forme 

U(9ax,t  1 

Il     y.r.  /,   " 

la  valeur  de  0  étant  déterminée  par  la  formule  (  >3). 

On  peut,  au  reste,  simplifier  encore  la  forme  de  l'équation  <  35)  ou 
(  37),  ii  l'aide  des  considérations  suivantes. 
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Posons,  pour  plus  de  commodité, 

(38)  <2(x,t)  =  (i  -htx)(i-)-tix)...(i-h  /.>->:  (i  -+-  r-.t-1 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(39)  Q{x,  l)  =zm(tx,  t)m{tx-\  t), 

en  sorte  qu'on  ait 

(io)  U{x,  t)  =  (1 -+■  x)  Q(x,  t), 

et  soit,  en  outre, 

f         nq^ont^ontv^,/)... 

Non  seulement  on  aura  identiquement 

(42)  &(«,  <)  =  û(«_1,  ') 
et 

(43)  /(*)  = 


1,1  +aa;)  (n-bJ7)(iH-y^). 

mais,  de  plus,  les  formules  (34)  donneront 

(44)  »«=-«* 


<s  {{1  -h  az)  {1  -\-  es)  (l  -+-  y z) . . .) 

Cela  posé,  la  formule  (35)  pourra  être  réduite  à 
et  la  formule  (37)  à 


■J 


11 


-5) 


Ces  dernières  formules  offrent  le  grand  avantage  de  fournir  immédia- 
tement la  décomposition  de  la  fonction  f(x)  en  fractions  simples, 
dans  Ions  les  cas  possibles,  et  même  dans  le  cas  où  les  coefficients  a, 
o,  y,  . . .  deviennent  égaux  entre  eux  ou  bien  encore  quand  0  se  réduit 
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à  l'unité.  Ainsi,  en  particulier,  en  posant  m  —  2,  on  tirera  immédia- 
tement de  l'équation  (45)  la  formule 

<*»>  gffiiSg  il =«[■-< »(-*)-•<- 1»  -*(-)+*(^)], 

dans  laquelle  on  a 

(48)  8~     B»n(-V,o 

et  la  formule 

(»)'(^J!',(S."b<>=*lE'~*(~i>)~*(~'')][^~TW]~"p'H' 

dans  laquelle  on  a 

n(-x,nn(-^,o 
(  ■">  >  «  = ^ 

Au  reste,  nous  reviendrons,  dans  un  autre  Mémoire,  sur  les  for- 
mules (  |5  ),  (  i6  )  el  sur  les  formules  analogues,  relatives  à  la  décom- 
position des  fonctions  dont  les  deux  termes  sont  des  produits  de  fac- 
torielles  en  nombres  différents.  Nous  remarquerons  seulement  ici  que 
la  formule  (  V>)  comprend  comme  cas  particulier  les  belles  formules 
données  par  M.  Jacobi  pour  les  développements  en  séries  des  fonctions 
elliptiques  et  des  puissances  entières  de  ces  mêmes  fonctions. 


230. 

Analyse  mathématique.  -  Mémoire  sur  les  rapports  entre  les  factorielles 
réciproques  dont  les  bases  varient  proportionnellement,  et  sur  la  trans- 
formation des  logarithmes  de  ces  rapports  en  intégrales  définies. 

C.  H..  T.  XVII.  p.  77g  (16  octobre  i843). 

Les  factorielles  de  la  forme  de  celles  que  nous  avons  représentées 
à  l'aide  de  la  lettre  11  dans  les  Mémoires  précédents  se  réduisent  cha- 
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cune  au  produit  do  doux  factorielles  géométriques  dont  la  raison  est  la 
même,  et  jouissent  de  cette  propriété  que,  si  l'on  égale  à  zéro  l'une 
d'outre  elles,  on  obtiendra  une  équation  dont  toutes  les  racines,  à 
l'exception  de  la  première,  qui  sera  indépendante  de  la  raison,  se  cor- 
respondront doux  à  doux,  de  manière  à  offrir  des  valeurs  inverses  ou 
réciproques  l'une  de  l'autre.  Cette  propriété,  analogue  à  celle  que  pré- 
sentent les  équations  réciproques,  nous  conduit  naturellement  à  dési- 
gner les  factorielles  dont  il  s'agit  sous  le  nom  de *  factorielles  réciproques. 
Nous  appellerons  d'ailleurs  base  d'une  factorielle  réciproque  la  base  de 
la  première  dos  deux  factorielles  géométriques  dont  elle  sera  le  pro- 
duit, ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  second  terme  de  celui  des  facteurs 
binômes  qui  ne  renfermera  pas  la  raison. 

Lorsque  l'on  divise  l'une  par  l'autre  deux  factorielles  réciproques 
dont  les  raisons  sont  égales,  et  dont  les  bases  varient  dans  un  rapport 
donné,  on  obtient  pour  quotient  une  fraction  qui  peut  être  réduite  à 
une  fonction  elliptique  dans  trois  cas  particuliers,  savoir,  lorsque  les 
bases  sont  égales,  mais  affectées  de  signes  contraires,  et  lorsque  le 
rapport  des  bases  se  trouve  représenté,  au  signe  près,  par  la  racine 
carrée  de  la  raison.  On  sait  d'ailleurs  que  les  trois  fonctions  ellip- 
tiques donl  il  est  ici  question  sont  liées  à  la  variable  que  j'appelle 
base,  de  telle  sorte  que  le  logarithme  do  la  base  est  exprimé  par  une 
intégrale  définie,  savoir,  par  une  transcendante  elliptique  de  première 
espèce.  On  sait  encore  que  ces  trois  fonctions  elliptiques  sont  liées 
en  Ire  elles  par  deux  équations  finies  du  second  degré.  Les  formules 
que  fournil  la  théorie  des  factorielles  réciproques,  on  reproduisant 
tous  ces  résultats,  nous  conduisent  d'ailleurs  à  un  théorème  général 
qu'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 

Divisez  l'une  par  l'autre  deux  factorielles  réciproques  dont  les  raisons 
sont  égales,  et  dont  les  hases  supposées  variables  conservent  toujours  entre 
elles  ii ii  rapport  donné.  Cherchez  ensuite  le  logarithme  du  quotient  ainsi 
obtenu.  La  partie  cartable  de  ce  logarithme  sera  la  somme  de  deux  inté- 
grales dont  la  première  pourra  être  facilement  déterminée,  tandis  que  la 
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seconde  représentera  une  transcendante  elliptique  qui  aura  pour  amplitude 
lu  fonction  elliptique  la  plus  simple,  savoir,  celle  à  laquelle  se  réduit  le 
quotient  des  deux  factoriclles  réciproques,  quand  leurs  bases  sont  égales, 
mais  affectées  de  signes  contraires. 

Analyse. 

Nommons  ts(x,  t)  la  factorielle  géométrique  dont  la  base  est  x  et  la 
raison  /,  en  sorte  qu'on  ait 

ro(.r,  0  =  ('  +^)(i  +  tx){\  +  t2x) 

Soit,  de  plus,  ïï(a?,  t)  le  produit  des  deux  factorielles  géométriques 

m{x,  t),     bt(  tJtr~l,  t). 

La  fonction  II [x,  t),  dont  la  valeur  se  trouve  déterminée  par  la  for- 
mule 

(i)        H(x,  t)  =  (i  +  x)  (i  -h  tx)  (i  -h  t2x). .  .(i  -\-tx~l)(i  +  Px-1). .  ., 

sera  elle-même  une  factorielle  d'une  nouvelle  espèce,  et  si,  après  avoir 
é^alé  cette  factorielle  à  zéro,  on  résout  l'équation  ainsi  formée 

(2)  il{x,t)=0, 

par  rapport  à  la  base  x,  on  trouvera  pour  racines  des  valeurs  de  x  qui, 
à  l'exception  de  la  première 

x  =  —  I, 

dépendront  toutes  de  la  variable  t  et  se  correspondront  deux  à  deux, 
de  telle  sorte  que  deux  racines  correspondantes 

—  tn    et 


—  t' 


soient  inverses  ou  réciproques  l'une  de  l'autre.  Cette  propriété  de  la 
factorielle  II(j7, /)  est  pour  nous  un  motif  de  la  désigner  sous  le  nom 
de  factorielle  réciproque.  Cette  dénomination  pouvait  lui  convenir  d'au- 
tant mieux  que  déjà  l'on  nomme  équation  réciproque  une  équation  donl 
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les  diverses  racines,  prises  deux  à  deux,  sont  réciproques  l'une  de 
l'autre,  et  que  la  formule  (2)  se  réduit  elle-même  à  une  équation  réci- 
proque, lorsque  l'on  débarrasse  son  premier  membre  du  facteur  binôme 
indépendant  de  t,  c'est-à-dire  du  facteur  1  +  x. 

Concevons  maintenant  que,  U(x,  t)  étant  regardé  comme  l'onction 
de  r,  on  pose 

(3)  4>(jr)  =  j?DxlII(j7,  0. 

et  considérons,  outre  la  factorielle  réciproque  U(x,  /),  d'autres  facto- 
rielles  de  même  espèce 

U(ix,  t),  H( jut. j?,  t),    . . ., 

dont  les  raisons  soient  les  mêmes  et  dont  les  bases  ~kx,  [kx,  . . .  soient 
à  la  base  x  dans  des  rapports  donnés  \,  [x,  . . . .  D'après  ce  qu'on  a  vu 
dans  le  Mémoire  précédent,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

A  =  m{l,  t),         B  =  nr(—  t,  t) 
et  généralement 

on  aura 

la  valeur  de  0  étant 


0: 


n(— x,nii(— |u,n 


D-1I(—  ï[x,  t) 
Mais,  eu  égard  à  l'équation  (3),  on  aura  encore,  quel  que  soit  /, 

Doue  la  formule  (  4)  donnera 

Si,  dans  l'équation  (  5),  on  pose  X  =  -    1,  |x  =  —  0,  alors,  en  ayant 
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égard  aux  formules 


ou  trouvera 


U(t,  t)  =  ik\       $(i)=i, 


(6) 


n(— ./-,  t)  n(— Qx,  t)     ■>. a2  iko,  n 


n^,  o     ii(9 x,  n     '  bs  ii(-e,t) 

puis,  en  remplaçant  Û  par  —  0, 

nç-.r,n  n(^r,o  _2A2n(-9,/)p  n(-e*,<n 

k7;    m*?,  *j  n(-êjr,o~"  b-    n(5,  o  |_2       l     j+     x    n(.r,  *) 


(Concevons  à  présent  que  l'on  représente  par  u  le  rapport  des  deux  fac- 
torielles  réciproques 

par  w  sa  valeur  correspondante  à  6  =  —  i,  et  par  c  ce  qu'il  devient 
quand  on  y  remplace  0  par  —  0,  en  sorte  qu'on  ait 


(8) 
(9) 


_  U(—.r,  l) 


niO.r.  /) 


n(—  fj.r,  t) 


I1(j?,  t)  TL(jc,  t) 

Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  abréger, 

n(-e,  n 


(10) 

(") 


a  =  i-<&(0),         6-i_$(_0), 


les  formules  (G),  (7)  donneront 


(12) 


a  -\-XUx  lU—    — r-r  -  Â-to, 

2  A"  // 

/  ni  lî2  "1-1 

b  -+-  XUxlV   —  —r-z  -  k    '  OJ. 

2  A2  t' 


Si  dans  les  équations(i  2)  on  remplace  a? par  —  a?, alors, en  vertu  dr>  for- 
mules (8)  et  (a),  w  se  changera  en  -,  u  en  -  et  v  en  -  •  On  aura  donc 
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a  -+-  x  \)x  le  —  x  Dx  1  w  =  — ^  -  k  w_1 , 

b  -+-  .r  Dx  1  «  —  a:  Dx  1  &)  =  — r^  -  A-1  o_1  : 

x  2  A2   « 


puis  on  en  conclura,  en  combinant  par  voie  de  soustraction  la  première 
des  équations  (12)  avec  la  seconde  des  équations  (i3),  et  la  seconde 
des  équations  (12)  avec  la  première  des  équations  (i3), 


!i4) 


/  B2  v 

xhx  lw  -+-  a  —  b=  —7-  (koi  —  A'-1  m-1)  -  : 
2  A1  11 

B2  u 

x  Dx  1  w  —  a  -+-  b  =  — — :  (  k~l  w  —  À'  w-1  )  -  • 
2  A2  v 


Enfin,  si  l'on  combine  par  voie  de  multiplication  la  formule  (i4)>  et  si 
l'on  pose,  pour  abréger, 

(i5)  2i  =  A-*+  A~! ■—  i^(o-  by- 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

on  trouvera 

(>7) 


B« 


(^•DJ:lw)2=    .-p-  (o)«—  21  +  W-*). 

4  A* 


Comme,  dans  cette  dernière  formule,  w  est  indépendant  de  0,  la  con- 
stante 1  en  doit  être  pareillement  indépendante,  ainsi  que  le  second 

membre  de  la  formule  (i(i).  D'ailleurs,  en  prenant  0  =  t*,  on  aura 

*(fl)_-  $(_  9)  =  o, 
et  par  suite  la  formule  (iG)  donnera 


:«8) 


2t 


[n(-<»,  <)  n(A  / ) 

n(<**)_      |_n(-t*f)J 


EXTRAIT  N°  230.  93 

L'équation  (17)  est  une  équation  différentielle  entre  co  et  r,  de  la- 
quelle on  peut  aisément  déduire  la  valeur  de  l(o?)  exprimée  en  fonc- 
tion de  a)  par  une  intégrale  définie.  En  effet,  on  tire  de  l'équation  (17) 

(19)  .r])xlto  =  y 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(20)  xDxW  =  CiVJ, 

u  étant  racine  de  l'équation 

(21)  "j'2=  ——  (w2 —  21  +  (,)-'2). 

K    '  4A*V  ' 

Comme  d'ailleurs  co  s'évanouit  avec  II(—  x,  t)  pour  x  =  1,  on  tirera 
de  l'équation  (20),  en  supposant  la  partie  réelle  de  x  positive, 


22)  IX  =  I       


) 


Enfin,  comme,  en  vertu  de  l'équation  (21),  le  produit  œu  se  réduit, 

au  signe  près,  à 

B2  a 

^-,(1  —  2tOJ2+&);)2, 

il  est  clair  que  le  second  membre  de  la  formule  (22)  sera  une  trans- 
cendante elliptique,  et  même  de  première  espèce. 

lui  égard  à  la  formule  (19),  les  équations  (14)  donnent 

(r        2  A*      "J  —  a  —  b 
a  ~     B-    kd)  —  k~l  w_1 

(23) 

u        9.  \ 2      u  —  a  -+-  b 


v         B-    A-'oj—  /.■*,-» 

D'ailleurs,  la  première  des  équations  (23)  peut  s'écrire  ainsi 

n(—  dx,  t)       2  A'     -j  ■+-  a  —  b 
(2a)  11(0*,  t)  \l>   (w-Fr1' 

et  comme,  en  vertu  de  la  formule  (21),  -j  représente,  au  signe  près, 
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le  produit  do  — r-,  par  la  racine  carrée  du  trinôme  a>2  —  2t  +  w~2,  il 
1  îA-  ' 

résulte  de  l'équation  (24)  que  le  rapport 

n(—  6x,  t) 


ll(0.r,  t) 

considéré  comme  fonction  de  x,  se  réduit  à  une  fonction  algébrique 
de  l'expression 

_n(-g,  0 

U-~n(ar,  0    ' 

qui  représente  la  valeur  du  même  rapport  correspondante  h  0  =  1 . 
Si,  dans  les  seconds  membres  des  équations  (12),  on  substitue  les 

valeurs  de  -  et  de  -  ?  tirées  des  formules  (23),  on  trouvera 

x \)x  I  u  =  -. ; — : :  (u  +  fl-6)  —  a, 

Aco  —  A-1  co_1 

(25) 

A-1  M 

#D*1<>  =  -j—. 7— — i("  —  «-t-6)  —  *. 

r'u  —  Aco   l 

De  ces  dernières  formules,  combinées  avec  l'équation  (20),  on  conclut 

.  k  a  k  a  —  b 

Valu  — :  -. T^jj :   — ■  -f-  -.  -.     :         r   : 

Aco —  k   'co_1         cou        Aco —  A_lco~'        u 

(26) 

_  À-1  _^  A-1  6_— a 

k~i  u)  —  A"w-1        cou        fc*~l(ù — coA™1       u 

Si  maintenant  on  intègre,  par  rapport  à  w,  les  deux  membres  de  cha- 
cune des  équations  (26),  à  partir  de  la  limite  w  =  o,  qui  correspond 
à  x  =  1 ,  et  si  de  plus  on  observe  que  pour  œ  =  1  on  a 

„_  nçp.Q        t,_n(-0,  0 
~n(i,  0'  n(i,o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

n(o,  0        „_ri(-e,o 
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alors,  on  posant,  pour  abréger, 

^'•i        ^     rw      />_1       à® 


C7)  *=l    t,_wV'  *=l 


k-'u  —  k 


et  ayant  égard  à  la  formule  (22),  on  trouvera 


(28) 


1«— lïïM-rr    =|l(i-A2«2)  -ab  +  (fl-  6)t>, 

n i 1,  t) 

i„  _i?  -|I(i  —  *-"<»«)  —  b\x+(b  —  a)-ç, 


n(i,  0 

et  par  suite  les  valeurs  des  rapports 


_  U(0.r,  t)  _  n(—  cjx,  t) 

z  VL(x,  t)  '  nu,  0 


considérés  comme  fonctions  de  x,  seront 

:  \\(0.i\  t)    _  me,  t) 


(29) 


II  (X,   t)  11(1,   t) 

n(— 9.r,o_n(— 0,0 

U(jl;  t)       '   H(i,  t) 


(1—    k*ù>iy-x-ae(a-,'i'<\ 
(i-k-îa2fx-l'e(''-"^\ 


JJ( r    t) 

w  désignant  le  rapport  -=^7 — tt->  et  xd,  1?  étant  des  fondions  de  co  dé- 

Il     f      JL     a       6      I 

terminées  par  les  formules  (27).  Observons  d'ailleurs  que,  en  verdi 
des  formules  (27)  et  de  l'équation  (21),  les  intégrales  ©,  <?  seront  des 
transcendantes  elliptiques  de  troisième  espèce. 

Les  formules  (28)  ou  (29)  paraissent  dignes  de  remarque:  elles 
montrent  comment  les  rapports  //,  v  dépendent  des  transcendantes 
elliptiques  t),  <?,  et  réciproquement  comment  ces  transcendantes  dé- 
pendent «les  rapports  //,  v.  Dans  le  cas  particulier  où  l'on  prend 

9  =  t*, 

mi  trouve 

4»(0)  =  $(—  0)=o, 


par  conséquent 


a-b  =  { 
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et,  de  plus, 

.     n(— **  t) 

(3o)  A  =  _^^-. 

nu2,  t) 

Cela  posé,  les  formules  (29)  donneront 

'■nû^r  =n(Mr  (i-A--)' 

(3i)  <  et 

in(—  <»a?,«)     n(— **,<)/     ,  ,  !Ni 
(        x     n(*,o    =-g(777r(1-A~-M)> 

la  valeur  de  £  étant  déterminée  par  l'équation  (3o).  Lorsque,  dans  les 
formules  (3i),  on  remplace  x  par  une  exponentielle  trigonométrique, 
les  trois  fonctions  de  x,  représentées  par  les  rapports  ou  produits 

_  n(—  œ,  t)      {uit^x,  t)      int-^j,  t) 
a-  n(a?,o  '    ,r    n(^,o  '    ,r"    n(œ,t)    ' 

deviennent  respectivement  proportionnelles  aux  trois  fonctions  ellip- 
tiques dont  l'usage  est  le  plus  fréquent,  et  les  formules  (3i)  se  rédui- 
sent aux  deux  équations  connues  par  lesquelles  ces  trois  fonctions 
elliptiques  se  trouvent  liées  l'une  à  l'autre. 

Plusieurs  des  formules  qui  précèdent  supposent  que  la  partie  réelle 
de  la  variable  x  est  positive.  Mais  il  est  facile  de  voir  comment  ces 
formules  devraient  être  modifiées  si  la  partie  réelle  de  x  devenait  né- 
gative. Ainsi,  par  exemple,  on  devrait  alors,  en  intégrant  les  équa- 
tions (20)  et  (26),  effectuer  les  intégrations  à  partir  des  valeurs  des 
variables  qui  correspondent,  non  plus  à  x  =  1,  mais  à x=  —  1,  ou  à 
une  autre  valeur  particulière  de  x  dont  la  partie  réelle  serait  néga- 
tive. 

Je  développerai,  dans  d'autres  articles,  les  conséquences  des  for- 
mules que  je  viens  d'établir,  et,  en  terminant  le  présent  Mémoire,  je 
me  bornerai  à  remarquer  que  plusieurs  de  ces  formules  peuvent  faci- 
lement se  déduire,  non  seulement  de  l'équation  (4)»   mais  aussi  de 
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l'équation  analogue  qui  fournit  la  valeur  du  rapport 

n(  ex,  once-1  g,  /> 

[0(^,0? 
Cette  dernière  équation  se  réduit  à 

(32)       -[nr^Tnp —  bï [*•'(*)  +  «•'(- 9)], 

<I> '(.-»•)  étant  la  dérivée  de  <I>(.r),  déterminée  par  la  formule 

4>'(.r  )=n.r<D  {.ri. 


231. 

Calcul   intégral.  —  Sur  la  réduction  des  rapports  de  faûtorîelles 
réciproques  aux  fonctions  elliptiques. 

C.  R.,  T.  XVII.  p.  8ï5  (a3  octobre  1843  1. 

M.  Jacobi  a  ramené  l'évaluation  des  fonctions  elliptiques  à  la  déter- 
mination des  rapports  existants  entre  les  fonctions  que  nous  appelons 
factoricllcs  réciproques,  et  spécialement  à  la  détermination  de  la  valeur 
que  prend  un  semblable  rapport,  lorsqu'il  a  pour  ternies  deux  facto- 
ri elles  dont  les  bases  sont  égales,  mais  affectées  de  signes  contraires, 
ou  dont  les  bases,  divisées  l'une  par  l'autre,  fournissent  un  quotient 
égal,  au  signe  prés,  à  la  racine  carrée  de  la  raison.  On  peut,  avec 
quelque  avantage,  suivre  une  marche  inverse,  et,  après  avoir  établi 
directement,  comme  nous  l'avons  fait  dans  les  précédents  Mémoires, 
les  propriétés  remarquables  donl  jouissent  les  rapports  de  façtorielles 
réciproques  et  les  formules  qui  expriment  ces  propriétés,  on  peut 
tirer  de  ces  formules  celles  qui  servent  il  réduire  les  rapports  dont  il 
s'agit  aux  fonctions  elliptiques. 

Il  y  a  plus  :  en  opérant  ainsi,  on  reconnaît  facilement,  et  les  modifi- 
cations que  les  formules  de  réduction  doivent  subir  quand  les  bases 

Œuvre» de C  —S   I,  t    \  III.  l3 
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ou  les  raisons  dos  factorielles  deviennent  imaginaires,  et  les  condi- 
tions sous  lesquelles  subsistent  ces  mêmes  formules,  qui  sont  l'objet 
principal  de  ce  nouvel  article. 

Analyse. 

Soit  II(  x,  t)  la  faclorielle  réciproque  qui  correspond  à  la  base  x  et  à 

la  raison  /,  dont  on  suppose  le  module  inférieur  à  l'unité.  Alors,  en 

prenant 

TB(X,t)=z(l  +-x)  (i-f-  tx)  (1-4-  t-x) .. ., 

on  aura 

U(x,  t)  ■=  rs(x,  t)  m(tx  l,t) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i)       Tll.r,  t)  --  (i  +  lr)(i  ■+  tx)  (i  +  l-j)  .  .  .  (i-+-  tx-1)  (i  +  t3./-') 

Concevons  d'ailleurs  que,  H(x,l)  étant  considéré  comme  fonction 
de  x,  on  fasse,  pour  abréger, 

(2)  Q(x)  =  xVxUl(x,t),         <D'(.r)  =  D.rO.>) 

et 

(3)  V    -js(t,  t),        B='is(—t,t). 
On  trouvera 

Soit  maintenant 

r  TL(-x,t) 

ll(ar,  0 

On  tirera  de  la  formule  (  !j  ),  en  prenant  0  =  -  i , 

R  * 

pins,  en  remplaçant  x  par  —  x, 
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On  aura,  par  suite, 

(6)  j?[<D'(.r) +*'(-- 20]=     -7^(cr-to-2). 

D'autre  part,  la  première  des  formules  (  2)  donnera 

O(a-)  —  $(—«)=—  x  D^lco. 
Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(7)  .H).rlw  =  u, 
on  aura 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (6  ) 

B4  . 

puis  de  celle-ci,  combinée  avec  l'équation  (7), 

B4 

•j  I)  _u  —  -r-—  !  m2  —  0)   -  )  I) ,  I  co 

4A4  y 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 


J) 


D„,y  = 


4A» 


Or,  il  suffira  évidemment  d'intégrer  l'équation  (8)  pour  obtenir  la 

valeur  de  u  exprimée  en  fonction  de  co.  Si,  pour  fixer  les  idées,  on 

assujettit  les  deux  membres  à  s'évanouir  après  l'intégration  pour  la  va- 

i 
leur/'  de  x,  à  laquelle  correspondent  des  valeurs  nulles  de  lI>(  x),  de 

<Im      x  1,  et  par  suite  de  u;  alors,  en  posant 

nd\t) 

2t  H-  Ci)    -  ). 


(9) 

n(— ««,*) 

on  trouvera 

(10) 

,        I'-'  ,    , 

Les  formules  (7)  el  (10)  couicideni  avec  celles  que  nous  avons 
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obtenues  d'une  autre  manière  dans  le  précédent  Mémoire.  On  peut 
(railleurs  présenter  l'équation  (7)  sous  la  forme 

un  Dw1j-=—  • 

Ajoutons  que  si,  en  nommant  0  une  valeur  quelconque  de  r,  on  pose 

(,a)  /,z=-ïï(Mr 

(i3)  a  =  i-*(Ô),         &  =  £-$(-0), 

la  valeur  de  21,  déterminée  par  la  formule  (9),  vérifiera  généralement 
l'équation 

(4)  ai  =  Ar«+A-«-^(a-6)«. 

Soient  maintenant 

-,  „x  n(9.c,  0  n(-  6./',/) 

(,5)  u  =  w^W'      v=   m*,o  ' 

D'après  ce  qui  a  été  dit  dans  le  précédent  Mémoire,  on  aura  encore 
/  A  a  A  a  —  A 

(16) 

A-1  b  —  a 


A      '  M  —  /■  0)     '  MU 


-I 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (11), 

In    1       ■'"'  "  _           &  a  —  ^ 

1/1  —  /t2û)2  Aw  — A-'w-'        y 

./    r  A—1  «  —  r/ 

v/i  —  A"2 m2  A:  '«a  — *u  •       -j 

Les  formules  (ri)  et  (17),  dans  lesquelles  u  désigne  une  racine  de 
l'équation  (10),  sont  les  trois  équations  différentielles  qui  subsistent 
entre  l;i  variable  oç  el  les  fonctions  de  ce  représentées  par  les  trois  rap- 
ports 

(ù,       U,      V. 

Il  semble,  au  premier  abord,  que  ces  équations  différentielles  de- 
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vraient  être  restreintes  ;m  cas  où  les  parties  réelles  des  monômes 

X,        II,        c 

el  fies  binômes 

i- A-o)2,      i   --  *-*&)> 

restent  positives.  Mais  comme,  en  réalité,  une  expression  de  la  forme 

Do,  la; 

se  réduit  au  rapport 


et,  par  conséquent,  se  transforme  en  cette  autre  expression 

Dwl(—  x), 

quand  la  partie  réelle  de  x  devient  négative,  il  est  clair  que  les  for- 
mules (  [  i  )  el  (  17  )  s'étendent  à  tous  les  cas  possibles.  Seulement,  pour 
que  les  notations  ne  présentent  à  l'esprit  rien  de  vague  et  d'indéter- 
miné, il  sera  convenable  de  remplacer  dans  ces  formules  x  par  —  x 
quand  la  partie  réelle  de  a-  deviendra  négative,  et  d'y  remplacer  de 
même  les  monômes  ou  binômes 

//,      c,      1  —  /.''-(.r,       1  —  /.■   a&r, 

quand  leurs  parties  réelles  deviendront  négatives,  par  les  monômes 

ou  binômes 

—  h,     — v,     A2o)2 — 1,     k-'2'tr — 1. 

i 
Si  dans  les  formules  1171  on  pose  0  —  t~t  on  aura 

a—b—  ',, 

el  alors,  en  faisant,  pour  abréger,  c      /-  ou,  ce  qui  revienl  au  même, 


(18) 


fll(-/%  /) 
Il(A  1)  J 
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on  trouvera 


(19) 


1    _    .1         J         n(**ar,  t)l 

1 *{^*kiîùh 


D'ailleurs  on  tirera  des  formules  (9)  et  (10),  jointes  à  la  formule  (18), 

1  20  I  21  =  c  -+-  c~l, 

B4 

(2l)  d)2U2  =   — —  (i  —  COJ5)  (l  —  C-1C02). 

En  intégrant  la  formule  (  1 1  )  et  les  formules  (  19),  on  obtient  :  i°  une 
équation  transcendante  entre  x  et  le  rapport 

II(—  x,t\ 

2"  deux  équations  finies  entre  ce  rapport  et  les  produits 
|  n (  t*jr,  t)        1  nC-  r-\r,  t) 

Mais  les  formes  des  trois  équations  ainsi  obtenues  peuvent  varier  avec 
la  nature  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires  attribuées  à  oc  et  à  t. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  raison  /  et  la  base  a?  soient 
des  quantités  positives.  Alors  la  fonction 

H(—  œ,  t) 

II U',  t) 

sera  réelle,  el  cette  fonction,  qui  s'évanouira  :  i°  pour.r   -  1;  ?."  pour 

x      /.  deviendra  un  maximum  pour  la  valeur  /"  de  x  qui  vérifiera  la 
condition 

D.,.o>  —  o 

OU 
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\ 


Ce  maximum  sera  donc  la  valeur  de  w  correspondante  à  x  —  t'~ ,  e'est- 
à-dire 

De  plus,  pour  une  valeur  de  a*  inférieure  ;i  l'unité,  niais  supérieure 

à  /"',  la  dérivée  Dxcu  devra  être  négative,  attendu  que  w  décroîtra  puni 
des  valeurs  croissantes  de  x,  et  par  suite  le  produit 

sera  lui-même  négatif,  tandis  que  les  binômes 

I  —  CM2,        I  —  C_1W2 

seront  positifs.  Donc  alors  l'équation  (21)  donnera 


(23  I  WJ  = —  \/(I  —  CW"  )  1^1  —  C~l  MJ  1  . 

Si  maintenant  on  pose,  pour  abréger, 

(a4)  u  =  v/c  sin/>> 

on  trouvera 

g 2  

cou  = r-;  cos/^y/i  —  c*  sin2/>; 

2  A" 

et,  en  intégrant  la  formule  (11)  de  manière  que  les  deux  membres 
s'évanouissent  après  l'intégration  pour  x  =  1,  on  tirera  de  cette  for- 
mule 

(  ■>..">  1  \.r  =—  Cs, 

les  valeurs  de  C  et  de  .9  étant 

s  V-    - 
'<"  C-  -gj  v/c, 


(27)  5 

'P 


L'intégrale  que  détermine  la  formule  (  27  )  est  une  transcendante  ellip- 
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tique  de  première  espèce.  Le  coefficient  c  et  l'angle  p  sonl  ce  qu'on 
nomme  le  module  et  l'amplitude  de  cette  intégrale.  Cela  posé,/)  étant 
l'amplitude  de  s,  on  tirera  de  la  formule  (24  ),  jointe  aux  équations  (  5  ) 
el  (  20  >, 

-£D(-a?,0 

sm/,  =  c     0^,0  ' 

la  valeur  de  a'  étant 

l  29)  a?  —  e_Cs. 

D'ailleurs,  en  intégrant  les  formules  (19),  et  observant  que  l'on  a 
w  —  o  pour  x  =  i,  on  en  tirera 


.«> 


—  0(1,0    ïï(/2.r,  /)    J 

v,_6'w     =    ('    ^"07^7)"*' 
ni/2,/)   u^»^ 

ii(i,/)    ni   /'./•,/)  1 


y/i  —  c-1  or  = 


n(-**i)     nu'° 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  eu  égard  à  la  formule  (24  ), 


(3i) 


„  .  t       od,o  o(/2^,  *)  i 

V  1  -  c-  s .  u  *p  =  .r  , 

fl(/%/)     n[J'l) 

D(i,0       fl(— /2.r, /)      î 

COS/?=  : =r- —  r". 

o(-/s/)    n^<> 


Les  fonctions  trigonométriques  de  l'amplitude/;  d'une  transcendante 
elliptique  de  première  espèce,  par  exemple 

sin/',     cosp,     tang/?,     .... 

cl  même  l'expression 

y/i       c-  siii-yw , 

ont  été  désignées  par  .M.  Jacobi  sons  le  nom  de  fonctions  elliptiques. 
Parmi  ces  fonctions,  celles  dont  l'usage  est  pins  fréquent  sont  les  trois 
expressions 

sin/>,     COS/?,     \  1  —  c*  sin-/'. 
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D'ailleurs  la  détermination  de  ces  dernières  se  trouve  ramenée  par  les 

formules  (28)  et  (3i)  à  la  détermination  des  rapports  qui  existent 

entre  les  factorielles  réciproques,  dont  les  bases  sont  proportionnelles 

à  la  variable  réelle 

x  =  e~Cs. 

Concevons  maintenant  que,  la  raison  t  étant  toujours  réelle  et  posi- 
tive, la  base  x  devienne  une  exponentielle  trigonométrique,  de  sorte 
qu'on  ait 

(32)  x  =  é*<Fi, 

'\>  désignant  un  arc  réel.  Posons  d'ailleurs,  comme  dans  les  précédents 
.Mémoires, 

(33)  Q{x,  t)  =  &{tx,  t)xs{tx~\  t), 
on  aura 


par  conséquent, 


n(jj,  0  =  0  +x)&(x,t), 

I  —  X   ii( —  X,  t) 


i-+-x    Q(x,t) 
puis,  en  substituant  pour  x  sa  valeur  c^-1 ,  on  trouvera 


10  —     —  y  —  1   "r    1 .1 11  _ 

la  valeur  de  W  étant 


(34)  a  =  —  \f^ïWlang™, 


ir_Q(-a;,0 
Q(x,  0 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(1  —  2/ros'i+  l2)  (1  —  2*2C0S'J;  +  t''). 


(35)  W 


(1  +  2lCOSl|>  -H  t-)  (I  H-  2f*COSl|>  ■+-<*)... 


Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour  des  valeurs  croissantes  de  |,  com- 
prises entre  les  limites  ']/  =  o,  <p  =  -,  le  produit 


<Ftang  ''■- 
1 
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croîtra  lui-même  depuis  la  limite  zéro  jusqu'à  la  limite  -•  On  pourra 
doue  supposer 

I 

•Ftang-  =v/ctang/>, 

p  désignant  une  variable  réelle  qui  deviendra  nulle  pour  ip  =  o,  et 
acquerra  la  valeur  -  pour  '\>  =  ic.  Alors  la  formule  (  M\  )  donnera 


(36)  (ù  =  —  \/ctang/?y/ —  i, 

cl  l'on  tirera  des  équations  (n),  (21) 

CO'J 

(37) 


CO'J  cos'-/j 


lî' 


ù)*u*  cos4p  ■=  7-.—  (1  —  c2  sin2»), 
4A* 


la  valeur  de  <\  étant 

'(38) 


1  —  c- . 


D'ailleurs,  /v  croissant  avec  ^,  Dp'|  devra  être  positif,  et  par  suite,  eu 
égard  à  la  première  des  formules  (37),  le  produit  cou  cos2/>  devra  être 


négatif.  On  aura  donc 


B2  i 

>j  cos2/>  = -r-j  (1  —  c;  sin2/?)2,  D/,'|  = 


(  1  —  c,2  sin'-/>)2' 

puis,  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  dernière  équation,  de  telle 
sorte  qu'ils  s'évanouissent  pour/?  =  o,  on  trouvera 


(39) 


^  =  C 


J0     V7'  —  '''"'  sin" 


la  valeur  de  C  clan!  toujours  déterminée  par  la  formule  (  26);  on  aura 
donc 


(4o) 

la  valeur  de  s  étant 

(40 


17, 


dp 


c-  sin2/; 
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et,  par  conséquent,  p  sera  l'amplitude  de  l'intégrale  elliptique 

le  module  étant  représenté,  non  plus  par  la  quantité  positive  c,  niais 
par  une  autre  quantité  positive  r  liée  à  c,  de  manière  que  l'on  ail 

(42)  C2+C2  =  I. 

Cela  posé,  on  tirera  de  la  formule  (36),  jointe  à  l'équation  (5  ), 

,,■■>,  -\  n(—  x,  t)  , — 


p  désignant  l'amplitude  de  s  relative  au  module  c  =  \J i  —  c2,  et  la 
valeur  de  x  étant  donnée  par  la  formule 

(44)  x  =  e^^. 

De  plus,  en  intégrant  les  équations  (19),  on  obtiendra  de  nouveau  les 
équations  (  3o),  desquelles  ou  tirera,  eu  égard  à  la  formule  (36), 

i  \Ji  —  cfs'uï-p  __   U(i,t)    E[t*x,t)    \ 

(45)  {et 


1         n(i,  p    n(—  r\r,  t)  j 


X   . 


Ajoutons  que,  en   tenant  compte  de  la  formule  (18),  on   tirera  îles 
équations  1  £3  )  et  (45) 

1l(t*,  t)    U(—  x,  t)     \/~i 

Mil/?    ~ 


|    '|<'  |  /  COS/7 


V    1  '-  Hll-// 


n^')  n(- «**,«)    <; 

II1       g*,  f)       II(ar,  O       J_ 

"^    n  (-<**,<)  3 

fl(^,  f)     Il(—  J'a:,  «) 
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Ajoutons  encore  que,  en  vertu  de  la  formule  (44)»  on  a,  pour  une 
valeur  de  '\>  =  Cs  comprise  entre  les  limites  o,  -> 


i  -CS  y^l 

et  qu'il  suffit  de  remplacer  x1  par  e2  ,  dans  les  seconds  membres 

des  formules  (45),  (46),  pour  rendre  ces  formules  applicables,  non 
seulement  au  cas  où  l'angle  ty  reste  compris  entre  les  limites  o,  -, 
mais  encore  au  cas  où  cet  ansle  est  renfermé  entre  les  limites  -  et  -. 
En  vertu  des  formules  (46),  la  détermination  des  trois  fonctions 

elliptiques 

sin/>,     cos/?,     \Ji  —  cf  s\n2p 

se  trouve  ramenée  à  la  détermination  de  rapports  entre  des  facto- 
rielles  réciproques  dont  les  bases  sont  proportionnelles  à  la  variable 


X 


=  eCs^î 


Pour  que  les  formules  (28),  (3i),  (46)  puissent  effectivement  servir 
;i  la  détermination  des  fonctions  elliptiques 


sin/j,     v.osp,     \J \  —  c'2  sii)2/>,     \Ji  —  c*  sin2/? , 

lorsque  les  valeurs  de  s  et  de  c  sont  données,  il  est  nécessaire  de  pou- 
voir déduire  les  valeurs  des  quantités  C  et  t  de  la  valeur  supposée 
connue  d'un  module  c.  On  y  parvient  aisément  à  l'aide  des  considéra- 
lions  suivantes. 
Posons 

7t 

(47)  «=  C  .      d" 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

«*     «=îha-),-(H-),+(ïTS-)'— ]■ 
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et  soit  de  plus  t  ce  que  devient  ?  quand  on  y  remplace  c  par  r  .  On 
tirera  de  la  formule  (39),  en  y  posant  p  =  -> 

par  conséquent 

(49)  C=;> 

i 
et  des  formules  (20),  (27),  en  y  posant  x  =  t- , 

<2  =  e~Ci=  e    T  ; 
par  conséquent 

_  -^ 

(50)  t  =  e~  x  . 

On  peut  remarquer  d'ailleurs  que,  en  posant />=-  et,  par  suite, 
x  =  i~ ,  on  tire  de  la  première  des  formules  (3o) 


c,=  t< 


_n(A  t)\ 


Jusqu'ici  nous  avons  supposé  la  raison  t  réelle  et  la  variable  x 
réduite  à  une  quantité  réelle  ou  à  une  exponentielle  trigonométrique. 
Nous  pourrons,  dans  un  autre  Mémoire,  examiner  les  résultats  que 
fournissent  les  intégrales  des  formules  (11)  et  (19),  lorsque  les 
variables  x,  t  reçoivent  des  valeurs  imaginaires  quelconques.  Les 
calculs  qui  précèdent  montrent  déjà  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ces 
intégrales,  et  comment  on  peut  en  distraire  immédiatement  les  for- 
mules qui  réduisent  les  fonctions  elliptiques  à  des  rapports  de  facto- 
rielles  réciproques.  Observons,  au  reste,  que  ces  formules  coïncident, 
quand  la  variable  a;  est  imaginaire,  avec  celles  qu'a  données  M.  Jacobi, 
et  qu'on  peut,  comme  Ton  sait,  passer  de  ce  cas  à  l'autre,  à  l'aide  de 
transformations  cou  11  nés. 

J'ajouterai  que  les  formules  (16)  ou  (17),  dont  les  intégrales  servent 
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à  transformer  en  rapports  de  factorielles  des  intégrales  elliptiques  de 
troisième  espèce,  pourraient  elles-mêmes  se  déduire  d'une  équation 
donnée  pour  cet  objet  par  M.  Jacobi. 


232. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  fractions  rationnelles  que  ï on 
peut  extraire  d 'une  fonction  transcendante,  et  spécialement  du  rapport 
entre  deux  produits  de  factorielles  réciproques. 

C.  R.,  T.  XVII,  p.  921  (3o  octobre  i843). 

On  sait  que  d'une  fraction  rationnelle  quelconque  on  peut  extraire 
une  suite  de  fractions  simples  dont  la  somme  augmentée,  s'il  y  a  lien, 
d'une  fonction  entière  de  la  variable,  reproduit  la  fraction  rationnelle 
donnée.  On  sait  encore  que,  dans  son  Introduction  à  l'Analyse  des 
infiniment  petits,  Euler  a  décomposé  en  fractions  simples  quelques 
fonctions  transcendantes,  entre  autres  la  cotangente  d'un  arc  variable, 
cl  que  les  formules  du  calcul  des  résidus  fournissent  une  multitude  de 
semblables  décompositions.  Les  fractions  simples  dont  il  s'agit  ici 
onl  pour  dénominateurs  les  fadeurs  linéaires,  non  de  la  fonction  pro- 
posée, mais  de  sa  réciproque,  c'est-à-dire  du  rapport  qu'on  obtient  eu 
divisant  l'unité  par  cette  fonction,  et  les  carrés,  les  cubes,  etc.  de  ces 
facteurs,  lorsque  la  fonction  réciproque,  égalée  à  zéro,  produit  une 
équation  qui  offre  des  racines  doubles,  triples,  etc.  Quant  aux  numé- 
rateurs des  fractions  simples,  on  les  suppose  généralement  réduits  à 
des  constantes;  mais  celle  réduction  peut  avoir  des  inconvénients  que 
nous  allons  signaler. 

Concevons  qu'une  fonction  transcendante  donnée,  étant  multipliée 
par  un  facteur  linéaire  de  sa  réciproque  ou  par  le  carré,  le  cube,  etc. 
de  ce  facteur,  si  celui-ci  devient  double,  triple,  etc.,  le  produit  ainsi 
obtenu  acquiert  toujours  une  valeur  finie  pour  une  valeur  nulle  de  ce 
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facteur  linéaire.  On  pourra  généralement  extraire  de  la  l'onction 
transcendante  une  suite  de  fractions  simples  dont  les  numérateurs 
seront  constants;  et,  si  ces  fractions  simples  forment  une  série  conver- 
gente, alors,  en  retranchant  leur  somme  de  la  fonction  transcendante, 
on  obtiendra  pour  reste  une  fonction  nouvelle  qui  aura  la  propriété  de 
ne  jamais  devenir  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable.  Celle 
propriété  remarquable  entraînera  une  foule  de  conséquences  utiles. 
Ainsi,  par  exemple,  en  y  ayant  égard,  on  conclura  de  notre  théorème 
sur  la  convergence  des  séries  que  la  fonction  nouvelle  sera  générale- 
ment développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  et  entières  de  la  variable. 

.Mais  la  condition  ci-dessus  énoncée  peut  n'être  pas  remplie;  en 
d'autres  termes,  il  peut  arriver  que  la  série  formée  par  les  fractions 
simples  soit  divergente,  et  alors  il  importe  de  remplacer  cette  série, 
s'il  est  possible,  par  une  série  convergente.  Or,  dans  un  grand  nombre 
de  cas,  on  parviendra  effectivement  à  ce  but,  en  substituant  aux  numé- 
rateurs constants  des  fractions  simples  des  numérateurs  variables, 
ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  toutes  les  racines  de  l'équation 
qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  réciproque  de  la  fonction  donnée 
soient  des  racines  simples,  et  considérons  la  fraction  simple  qui  a  pour 
dénominateur  le  facteur  linéaire  correspondant  à  l'une  de  ces  racines. 
Le  numérateur  constant  de  celte  fraction  simple  sera  la  valeur  qu'ac- 
quiert le  produit  de  la  fonction  donnée  par  le  même  facteur  linéaire. 
quand  celui-ci  s'évanouit.  Or,  concevons  que  l'on  multiplie  ce  numé- 
rateur constant  par  une  fonction  auxiliaire,  savoir,  par  une  fonction 
entière  on  même  transcendante,  qui  se  réduise  à  l'unité  quand  le  fac- 
teur linéaire  s'évanouit,  et  qui  ne  devienne  jamais  infinie  pour  aucune 
valeur  finie  de  la  variable.  La  fraction  simple  que  l'on  considérait  se 
trouvera  remplacée  par  nue  autre  dont  le  numérateur  ne  sera  plus  con- 
stant, el  l'on  pourra  généralement  choisir  la  fonction  auxiliaire  de 
telle  sorte  que  la  nouvelle  fraction  et  les  fractions  simples  de  même 
espèce,  correspondantes  aux  divers  fadeurs  linéaires,  forment    nue 
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série  convergente.  D'ailleurs,  cette  condition  étant  remplie,  la  somme 
des  fractions  simples,  retranchée  de  la  fonction  proposée,  donnera 
pour  reste  une  fonction  nouvelle  qui  aura  la  propriété  de  ne  jamais 
devenir  infinie  pour  une  valeur  finie  de  la  variable  et  qui,  par  suite, 
sera  généralement  développable  en  une  série  convergente,  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières  de  cette  variable.  Ajou- 
tons que  la  somme  des  diverses  fractions  simples  pourra  être  facile- 
ment exprimée,  à  l'aide  des  notations  du  calcul  des  résidus,  par  une 
formule  qui  s'étendra  au  cas  même  où  la  réciproque  de  la  fonction 
transcendante  donnée  offrirait  des  facteurs  doubles,  triples,  etc.,  c'est- 
à-dire  au  cas  où  des  racines  multiples  vérifieraient  l'équation  qu'on 
obtient  quand  on  égale  cette  réciproque  à  zéro. 

Si  la  fonction  transcendante  donnée  devenait  infinie  :  i°  pour  une 
valeur  nulle  de  la  variable;  2°  pour  d'autres  valeurs  finies  de  la  même 
variable,  sans  qu'il  fût  possible  d'en  extraire  une  ou  plusieurs  frac- 
tions simples  correspondantes  à  la  valeur  nulle,  on  pourrait  encore 
extraire  de  la  fonction  transcendante  des  fractions  simples  correspon- 
dantes aux  autres  valeurs  finies  de  la  variable  et  même,  en  opérant 
comme  on  l'a  dit,  faire  en  sorte  que  ces  fractions  simples  formassent 
une  série  convergente.  Alors  la  différence  entre  la  fonction  transcen- 
dante et  la  somme  des  fractions  simples  serait  une  fonction  nouvelle 
qui  ne  deviendrait  jamais  infinie  pour  des  valeurs  finies  de  la  variable, 
distinctes  de  la  valeur  zéro.  Par  suite,  en  vertu  de  l'extension  donnée 
par  M.  Laurent  au  théorème  sur  la  convergence  des  séries,  la  nouvelle 
fonction  serait  généralement  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée,  non  plus  suivant  les  puissances  ascendantes,  mais  du  moins 
suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et  négatives  de  la  va- 
riable. 

Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  s'appliquent  avec  la  plus 
grande  facilité  au  développement  du  rapport  entre  deux  produits  de 
factorielles  géométriques,  ou  même  de  factorielles  réciproques.  On 
arrive  alors  aux  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.   —  Le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  géomé- 
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triques  dont  la  raison  est  la  même,  et  dont  les  bases  sont  proportionnelles, 
peut  se  décomposer  en  deux  parties,  dont  l'une  est  la  somme  de  fractions 
simples  qui  forment  une  série  convergente,  tandis  (pie  l'autre  partie  est  la 
somme  d'une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et 
ascendantes  de  l'une  des  bases.  La  première  partie  disparaît  lorsque  le 
dénominateur  du  /apport  est  remplacé  par  l'unité,  et  la  seconde,  quand 
ce  dénominateur  renferme  plus  de  factorielles  que  le  numérateur. 

Théorème  II.  —  Le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  réci- 
proques dont  la  raison  est  la  même,  et  dont  les  bases  sont  proportionnelles, 
peut  se  décomposer  en  deux  parties,  dont  l'une  est  la  somme  de  fractions 
simples  qui  forment  une  série  convergente,  tandis  que  l'autre  partie  est  la 
somme  d'une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières 
positives,  nulle  et  négatives  de  l'une  des  bases.  La  première  partie  disparaît 
lorsque  le  dénominateur  du  rapport  est  remplacé  par  l'unité,  et  la  seconde 
partie,  quand  ce  dénominateur  renferme  plus  de  factorielles  que  le  numé- 
rateur. Ajoutons  que  cette  seconde  partie  est  toujours  représentée  par  une 
somme  de  factorielles  réciproques. 

Analyse. 

Soit  f(x)  une  fonction  transcendante,  qui  reste  toujours  continue 
entre  deux  valeurs  de  x  propres  à  vérifier  l'équation 

(,)  7W)  =  °- 

cl  qui  soit  telle  qu'à  une  pareille  valeur  de  x  corresponde  toujours 
un  résidu  fini  et  déterminé  de /(.*■).  Si  les  divers  résidus  partiels,  dont 
la  somme  est  représentée  par  l'expression 

forment  une  série  convergente,  alors,  en  posant 

0)  /(a;)_<r^M=F(a?), 

OEuvresde  C  —  S.  I,  t.  VIII.  IJ 
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on  obtiendra  pour  F(a?)  une  fonction  nouvelle  qui  no  deviendra  plus 
infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable  x.  Par  suite,  la  nou- 
velle fonction  F(a?),  qui,  ajoutée  à  l'expression 

r  (/(*)) 

reproduira  la  fond  ion  donnée /(a?),  sera  généralement  développable 
en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes 
et  entières  de  x. 
Soit  maintenant 

une  fonction  de.r  qui  reste  finie  pour  une  valeur  finie  quelconque  dear, 
et  qui,  de  plus,  vérifie  la  condition 

(4)  <M')  =  o; 

la  nouvelle  fonction  F(a?)  jouira  encore  des  propriétés  énoncées,  si 
l'on  pose 

Cette  dernière  formule  suppose  la  fonction  'j'(.r)  choisie  de  manière 
que  les  résidus  dont  la  somme  est  représentée  par  l'expression 

■  im^ 

forment  une  série  convergente. 

Si  la  fonction  f{x)  devient  infinie  pour  une  valeur  nulle  de  x,  sans 
qu'il  soit  possible  d'en  extraire  un  résidu  correspondant  à  x  =  o,  et  si 
l'on  évite  de  comprendre  zéro  parmi  les  valeurs  de  s  auxquelles  se  rap- 
porte le  signe  /dans  l'expression  (2)  ou  (6),  la  fonction  F  (a?)  déter- 
minée par  l'équation  (3)  ou  (Zj  )  ne  deviendra  jamais  infinie  pour  des 
valeurs  finies  de  x  distinctes  de  zéro,  et  par  suite  cette  fonction  sera 
généralement  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  positives,  nulle  el  négatives  de  la  va- 
riable X. 
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Nous  donnerons,  dans  un  autre  article,  l'application  de  ces  formules 
générales  au  développement  de  diverses  fonctions,  et  spécialement 
au  développement  du  rapport  entre  deux  produits  de  fâctorielles. 


233. 

Analyse  mathématique.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Laurent,  quia 
pour  titre  :  Extension  du  théorème  de  M.  Cauchy  relatif  à  la  conver- 
gence du  développement  d'une  fonction  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable  x. 

C.  H..  T.  XVII.  p.  9'58  (3o  octobre  i8.j3  ). 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Liouvillc  et  moi,  de  lui  rendre 
compte  d'un  Mémoire  de  M.  Laurent  relatif  à  l'extension  d'un  théorème 
que  l'un  de  nous  a  donné  dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de 
Turin  le  n  octobre  1 83 1 ,  et  dont  il  a  fourni  une  démonstration  nou- 
velle dans  ses  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique.  Le 
théorème  en  question  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

x  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction  réelle  ou 
imaginaire  de  x  sera  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  de  cette  variable,  tant  que  le  module  de 
la  variable  conservera  une  valeur  inférieure  à  la  plus  petite  de  celles  pour 
lesquelles  la  fonction  ou  sa  dérivée  cesse  d'être  finie  ou  continue. 

En  examinant  attentivement  la  première  démonstration  de  ce  théo- 
rème, -M.  Laurent  a  reconnu,  comme  il  le  dil  lui-même,  que  l'analyse 
employée  par  l'auteur  pouvait  conduire  ii  un  théorème  plus  général, 
relatif  au  développement  d'une  fonction  eu  une  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives  de  la  variable. 
Déjà,  dans  une  des  séances  de  l'Académie,  le  rapporteur  avait  montré 
qu'un  semblable  développement,  lorsqu'il  peut  s'effectuer  entre  deux 
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limites  données  du  module  de  la  variable,  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  l'argument  de  cette  variable  supposée  imaginaire,  est  tou- 
jours unique.  Le  nouveau  théorème  démontra  par  M.  Laurent  s'accorde 
avec  cette  proposition,  et  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

x  désignant  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction  réelle  ou 
imaginaire  de  x  pourra  être  représentée  par  la  somme  de  deux  séries  con- 
vergentes, ordonnées,  l'une  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes, 
l'autre  suivant  les  puissances  entières  et  descendantes  de  x,  tant  que  le 
module  de  x  conservera  une  valeur  comprise  entre  deux  limites  entre  les- 
quelles la  fonction  ou  sa  dérivée  ne  cesse  pas  d'être  finie  et  continue. 

L'équation  de  laquelle  M.  Laurent  déduit  son  théorème  peut  être 
présentée  sous  diverses  formes  et  se  trouve  comprise,  comme  cas  par- 
ticulier, dans  l'une  de  celles  que  renferme  le  Ier  Volume  des  Exercices 
de  Mathématiques  (').  Il  y  a  plus  :  le  théorème  de  M.  Laurent  peut  se 
déduire  immédiatement  d'une  proposition  établie  dans  la  troisième 
livraison  des  Exercices  d' Analyse  (2),  etc.,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Si  une  fonction  et  sa  dérivée  restent  continues,  pour  un  module  de  la 
variable  renfermé  entre  deux  limites  données,  la  valeur  moyenne  de  la 
fonction,  correspondante  à  un  module  compris  entre  ces  limites,  sera  indé- 
pendante de  ce  module. 

Comme  l'a  observé  M.  Laurent,  la  formule  de  laquelle  se  déduit  son 
théorème  permet  d'effectuer  la  séparation  des  racines  d'une  équation 
algébrique  sans  recourir  à  l'équation  aux  carrés  des  différences.  Cette 
observation  s'accorde  avec  les  conclusions  auxquelles  le  rapporteur 
est  parvenu  dans  le  XIXe  Cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (3) 
et,  plus  anciennement,  dans  un  Mémoire  sur  la  résolution  des  équa- 
tions par  les  intégrales  définies,  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le 
22  novembre  1819,  Mémoire  dont  un  extrait  a  été  inséré  dans  V Ana- 
lyse des  travaux  de  l'Académie. 

(i)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  VI. 
(*)  Ibid.,  S.  Il,  T.  XI. 

(»)  Ibut ,  S.  Il,  T.  I. 
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L'extension  donnée  par  M.  Laurent  au  théorème  sur  la  convergence 
des  séries,  ou  plutôt  le  nouveau  théorème  qu'il  a  établi  à  ce  sujet, 
nous  parait  digne  de  remarque.  Ce  théorème  peut  être  utilement 
employé  dans  des  recherches  de  haute  Analyse.  Nous  pensons,  en  con- 
séquence, que  le  Mémoire  adressé  par  M.  Laurent  à  l'Académie  csl 
très  digne  d'être  approuvé  par  elle  et  d'être  inséré  dans  le  Recueil  des 
Savants  étrangers. 

Le  rapporteur  a  joint  à  ce  Rapport  la  Note  suivante,  qui  indique  la 
manière  la  plus  simple  d'arriver  au  théorème  de  31.  Laurent,  en  par- 
lant des  principes  établis  dans  les  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique 
mathématique. 


234. 

Analyse  mathématique,  —  Note  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries 
convergentes  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  des  variables. 

C.  R.,  T.  XVII,  p.  gio  (3o  octobre  1 8 13  i. 

Soit, 


r 


—  rep  y/=ï 


une  variable  imaginaire  dont  /•  représente  le  module  etp  l'argument. 
Soi I  de  plus  cj(.r)  une  fonction  de  cette  variable  qui  reste,  avec  sa 
dérivée,  finie  et  continue,  par  rapport  à  /•  et  à  p,  entre  deux  limites 
données  du  module  r,  savoir,  depuis  la  limite  r=  ru  jusqu'à  la  limite 
r  =.  R.  La  fonction  II  (r)  de  /•,  déterminée  par  l'équation 

U(r)  =  ±f\(œ)dp, 

sera  ce  que  nous  appelons  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  rr('.r),  et 
comme  cette  valeur  moyenne  restera  invariable  depuis  r  —  r0  jusqu'à 
r=R  [voir  la  9e  livraison    des   Exercices    d'Analyse   et   de    Physique 
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mathématique  (')],  on  aura 
,)  n(R)  =  H(r0). 

Si,  le  module  r0  étant  nul,  u(x)  s'évanouit  avec  x,  lI(/'„)  s'évanouira 
aussi,  et  la  formule  (i)  donnera  simplement 

(2)  H(U)  =  o. 

Posons  maintenant 

y  =  r0  eP  f^,         s  —  R  e''  \/rT 
et 

f(a?)  désignant  une  fonction  de  a?  qui  reste,  avec  sa  dérivée,  finie  et 
continue,  depuis  la  limite  r  =  r\t  jusqu'à  la  limite  r  =  R.  Alors,  en 
observant  que  le  module  r  de  a?  est  renfermé  outre  les  modules /•„,  \\ 
des  variables  y,  r  et  qu'on  a,  par  suite,  non  seulement 

, .      y    _  _  y  _  yl  _ yl _  z    _     -i'    ■!!  , 

y  —  x  x        x'1        .r3  ;  — ■  x  z        z- 

niais  encore 

i    r  l    y  dp  \    /'"    ;  dp 

—   / —  =  o,  —   /       —  —  i , 

on  trouvera 

1    —  7t   •*  *-    —  77 

Donc  l'équation  (  2)  donnera 
cl  l'équation  (  1  )  donnera 

OEuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  XI. 
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Or,  comme  en  vertu  dos  formules  (3),  les  intégrales  comprises  dans 
les  valeurs  de  II(r0)  et  de  IT^R)  sont,  ainsi  que  les  fonctions  renfer- 
mées sous  le  signe  /,  développables,  la  première  en  une  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  négatives  de  la 
variable  a?,  la  seconde  en  une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières,  nulle  et  négatives  de  la  même  variable,  l'équa- 
tion (4)  entraînera  évidemment  comme  conséquence  le  théorème  que 
j'ai  donné  sur  la  convergence  des  séries  qui  proviennent  du  dévelop- 
pement des  fonctions,  et,  l'équation  (5),  le  théorème  de  M.  Laurent. 
L'équation  de  laquelle  M.  Laurent  a  déduit  son  théorème  est  la  sui- 
vante 

\rf(v) 


(6) 


"^  — T  <-/  —  Tt 


^K^/Y?0'^**' 


cl  semble  au  premier  abord  différer  de  la  formule  (5).  Mais,  comme 
dans  notre  hypothèse,  c'est-à-dire  lorsque  f(.r)  reste  fonction  continue 
de  a?,  depuis  la  limite  r  =  ra  jusqu'à  la  limite  r— R,  on  a,  pour  une 
valeur  de  r  comprise  entre  ces  limites, 

n(r)  =  lI(#-0) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

~  f  i(x)dp=±  f%î(y)dp 
cl,  par  suile, 

il  (Mi  résulte  que  la  formule  (6  )  penl  être  réduite  à  l'équation  (  5). 

Nous  avons  ici  supposé  que  la  Ponction  f(.r)  restait  finie  et  continue 
depuis  la  limite  du  module  /•  représentée  par  /•„,  jusqu'à  la  limite  de  r 
représentée  par  IL  Les  formules  (4).  <  5  )  el  |  <i  )  deviendraient  généra- 
lement inexactes  dans  la  supposition  contraire,  et  même  dans  le  cas 


120  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

où  la  fonction  f(x),  demeurant  finie  et  continue  pour  des  valeurs  de  r 
comprises  entre  les  limites  r0,  R,  deviendrait  infinie  ou  discontinue 
pour  /'  =  /•„  ou  pour  r  =  R. 


235. 

Astronomie.   —  Mémoire  sur  l'application  du  calcul  des  limites 

à  l'Astronomie. 

C.  II.,  T.  XVII,  p.  u5;  (20  novembre  1843». 

Dans  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  de  Turin  en  i83i  ('),  j'ai 
montré  comment  on  pouvait  déterminer  les  limites  de  l'erreur  que  l'on 
commet  quand  on  arrête,  après  un  certain  nombre  de  termes,  le  déve- 
loppement d'une  fonction  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  ascendantes  d'une  variable.  Le  nouveau  calcul  que  j'ai 
appliqué  à  la  solution  de  ce  problème,  et  que  j'ai  nommé  calcul  des 
limites,  prouve  que  l'erreur  commise  reste  inférieure,  quand  la  série 
est  convergente,  au  reste  d'une  certaine  progression  géométrique. 
Or  un  théorème  que  j'ai  donné  dans  la  9e  livraison  des  Exercices  d'Ana- 
lyse et  de  Physique  mathématique  (-),  et  qui  se  rapporte  aux  valeurs 
moyennes  des  fonctions,  permet  d'étendre  cette  proposition  au  cas  où 
il  s'agit  du  développement  d'une  fonction  en  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  d'une  exponentielle  trigonométrique.  En 
effet,  si  l'on  considère  cette  exponentielle  comme  la  valeur  particu- 
lière d'une  variable  a?,  correspondante  au  module  1,  le  coefficient  de 
la  riéme  puissance  de  l'exponentielle,  dans  le  développement  de  la 
fonction,  ne  sera  autre  chose  que  la  valeur  moyenne  du  rapport  entre 
la  fonction  et  la  nième  puissance  de  x.  Or,  d'après  le  théorème  en  ques- 
tion, on  pourra  dans  celle  valeur  moyenne  remplacer  le  module  1  par 
1111  autre  module  r,  inférieur  ou  supérieur  à  l'unité,  si  la  fonction  ne 

(')  Œuvres  de  Cauchj,  S.  Il,  T.  XV. 
C-)  Ibid.,  S.  II,  T.  XI. 
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cesse  pas  d'être  continue,  tandis  que  le  module  de  x  varie  entre  les 
limites  i  et  r.  D'ailleurs,  cette  condition  étant  supposée  remplie,  il  est 
clair  que  si  l'on  arrête,  après  un  certain  nombre  de  termes,  la  partie 
du  développement  de  la  fonction  qui  renferme,  ou  les  puissances  des- 
cendantes, ou  les  puissances  ascendantes  de  l'exponentielle  trigono- 
métrique,  l'erreur  commise  sera  inférieure  au  reste  correspondant  de 
la  progression  géométrique  qui  aurait  pour  premier  terme  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  correspondante  au  module  r,  et  pour  raison 
ce  module  même,  ou  l'inverse  de  ce  module,  c'est-à-dire  le  rapport    • 

Ce  n'est  pas  tout  :  si,  au  premier  terme  du  développement,  c'esl- 
à-dire  au  terme  indépendant  de  la  variable  et  représenté  par  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  donnée,  on  substitue  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  //  valeurs  qu'acquiert  la  fonction  quand  on  égale  successive- 
ment la  variable  aux  diverses  racines  rièmes  de  l'unité,  l'erreur  commise 
se  composera  de  deux  parties,  dont  chacune  sera  le  produit  de  la  puis- 
sance rièm*  du  module  r  ou  -  par  la  somme  d'une  progression  géomé- 
trique qui  offrira  pour  raison  cette  même  puissance.  On  pourra  donc 
calculer  très  simplement  ce  premier  terme,  et  même,  par  un  calcul 
analogue,  un  terme  quelconque  de  la  série,  avec  une  approximation 
définie  cl  aussi  grande  que  l'on  voudra. 

Les  principes  que  je  viens  d'exposer  sont  particulièrement  utiles 
dans  l'Astronomie.  Si  on  les  applique  au  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  qui  répond  à  une  planète  donnée,  et  spécialement  au 
développement  du  terme  réciproquement  proportionnel  à  la  dislance 
mutuelle  de  deux  planètes  ///,  ///',  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  de  l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour 
argument  l'anomalie  moyenne  de///,  on  reconnaîtra  :  i"  que  le  moduler 
ou  -doit  rester  compris  entre  les  valeurs  réelles  qu'acquiert  cette  expo- 
nentielle, quand  le  cosinus  de  l'anomalie  excentrique  se  réduit  au 
nombre  réciproque  de  l'excentricité;  2°  que  de  plus  le  module  /•  ou  - 
doit  offrir  une  valeur  comprise  entre  celles  qui  peuvent  réduire  à  zéro 
la  fonction  représentée  parla  distance  mutuelle  des  deux  planètes. 

OEuvres  <!<■  (  .        S.  I,  t.  \  III.  1 0 
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Je  développerai,  dans  de  prochains  Mémoires,  les  nombreuses  cl 
importantes  applications  de  ces  principes.  J'offrirai  ces  Mémoires  avec 
confiance  a  nies  honorables  confrères  du  Bureau  des  Longitudes,  e( 
particulièrement  à  celui  d'entre  eux  qui  a  bien  voulu  me  témoigner  le 
désir  que  je  m'occupasse  plus  spécialement  d'Astronomie.  Ces  nou- 
velles recherches  leur  prouveront  que,  si  jusqu'à  présent  il  ne  m'a  pas 
élé  permis  de  me  réunir  à  eux  ailleurs  que  dans  celte  enceinte,  je  ne 
cesse  pas  pour  cela  de  prendre  une  part  active  à  leurs  travaux  et  de 
remplir  de  mon  mieux  la  tâche  qu'ils  m'ont  imposée  en  [n'appelant, 
comme  géomètre,  en  novembre  i83c),  à  redoubler  d'efforts  pour  faire 
servir  l'Analyse  aux  progrès  de  l'Astronomie. 


236. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  les  formules  qui  servent  à  dé- 
composer en  fractions  rationnelles  le  rapport  entre  deux  produits  de 
factorielles  réciproques. 

(',.  H.,  T.  XVII,  p.  1 1  ïg  (  ■».(>  novembre  i.SÇî  i. 

Nommons  ll(.r, /)  la  factorielle  réciproque  qui  a  pour  base  la  va- 
riable x  et  pour  raison  la  variable  /  dont  on  suppose  le  module  infé- 
rieur à  l'unité.  Alors,  en  posant,  pour  abréger, 

vs(x,  t)  —  (i  -\-x)  (r  -+-  tx)  (i  -+-  t'2.i:).  . ., 

on  aura 

Il  r,  / 1  =  m(x,  t)rs{tx~l,  t 1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

I  i  i        Il    /,  li  -  (i  +  .ri(i  +  ^)(i  +  /^')...(i  +  /.r-1)  (n-  t'-x-1) 

Soit  d'ailleurs  f(x)  le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  réci- 
proques, qui  offrent  le  même  module/,  avec  des  bases  proportionnelles 
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à  la  variable  x,  en  sorte  qu'on  ail 

,  _  ni)..r,  nni p x,t)\ itv.r,  »... 

J[l  ,_~  l](a./-,  MllTc.r,  /illty.r,  /)...' 
Enfin,  posons 

F%)=/i-)-£^t(î> 

•|(.r  )  étant  une  fonction  qui  reste  finie  pour  une  valeur  quelconque 
de  x,  qui  vérifie  la  condition 

(4)  «KO     '. 

et  qui  soit  folle  que  les  résidus  dont  la  somme  est  représentée  par  l'ex- 
pression 

forment  une  série  convergente.  Alors  ¥(.x)  sera  une  fonction  nouvelle 
qui  ne  deviendra  plus  infinie  pour  aucune  valeur  finie  de  a;  distincte 
de  zéro,  et  qui  sera  généralement,  ou  nulle,  ou  développable  en  une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives, 
nulle  et  négatives  de  la  variable  x. 

Comme  les  divers  facteurs  de  la  fonction 

i 

seront  de  la  forme 

i  —  hce, 

h  désignant  le  produit  de  l'un  des  coefficients 

a,     6,     y,      ... 

par  une  puissance  entière  /"  de  la  raison  /,  chacun  des  résidus  com- 
pris dans  l'expression  (  ">  )  sera  de  la  forme 

II 
i       hx 

H  désignant   une  constante  ou   une  fonction  de  x  qui  devra  prendre 
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une  valeur  égale  à  colle  du  produit 

(i  -+-  hx)  f(x), 
et  vérifier  en  conséquence  la  condition 
(6)  H  =  (i-f-/ia?)/(aî), 

pour  la  racine  x  =  —  .  de  l'équation 

i  -+-  h  x  =  o. 

On  pourra  d'ailleurs  déterminer  sans  peine  la  valeur  de  H,  à  l'aide  des 
considérations  suivantes. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

I  -+-  X 

et 

~tt(lx,  t)TI([j.x,  t)Il(vx,t) ... 
J  (  x  )  —  ^-  ^^(ê^r,  t)Q(yx,  t) . .  .  ' 

l'équation  (2)  pourra  être  réduite  à 

f(x) 


(7)  /(*)  = 


(ii  +  aj7)(H-6j7)(i  +  ya:) 


et  par  suite  il  sera  facile  d'obtenir  les  valeurs  de  H  correspondantes 
au  cas  où  l'on  prendra  pour  h  un  des  coefficients  a,  S,  y,  —  Ainsi, 
par  exemple,  la  valeur  de  H  correspondante  à  h  =  a  pourra  être  la  va- 
leur même  du  produit 

(1  +  ax)f(x), 

correspondante  à  x  —  -  -;  donc,  si  l'on  nomme  0a  cette  valeur  de  H, 
on  pourra  prendre 

0a= l    «  ' 

y 


1 

<x  /  \         a. 


ou,  en  d'autres  termes, 

W'  i   y--\  1 1  4-6a)(n-ysJ7 


0«      / 
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Soit  maintenant/île  nombre  des  factorielles  réciproques  qui  entrent 
dans  le  numérateur  du  rapport  J(x)  ;  soit,  au  contraire,  n-\-m  le 
nombre  de  celles  qui  composent  le  dénominateur,  et  faisons,  pour 
abréger, 

aoy . . . 

On  tirera  de  l'équation  (2) 

(9)  fix)  =  9x>»f(tx); 

et  par  suite  on  trouvera,  pour  des  valeurs  entières  de  n, 

n  (  n  -  li 
—  —    m 

(10)  f(x)  =  Bnt     -         x"'"f(/'lx). 

En  remplaçant,  dans  cette  dernière  formule,  x  par  r"x,  on  en  con- 
clut qu'elle  subsiste  même  pour  des  valeurs  négatives,  mais  entières, 
de  n. 

Cela  posé,  prenons  pour  h  l'un  des  produits 

octn,    Btn,    ytn,     ,.., 

et  supposons,  pour  fixer  les  idées, 

h  =  <xtn. 

La  valeur  correspondante  de  H  devra  vérifier,  pour  x  = 1—>  la  con- 
dition (6  )  ou 


H  =  Qnt     -        xnm(i-t-  a tnx)f(tn x); 
et,  comme  0a  représente  la  valeur  du  produit 

(j-+-ax)f(x) 

correspondante  à  x  = >  cette  condition  pourra  être  réduite  à 

;,    n  — 1) 

(n)  H      B*8at     -     '"./•""'. 

Or,  puisque  la  valeur  de  H,  fournie  par  la  formule  (1 1  ),  restera  finie, 

non  seulement   pour  x  =  ~    -—,  mais  encore  pour  une  valeur  finie 
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quelconque  de  x,  il  est  clair  que  cette  formule  pourra  être  considérée 
comme  propre  à  déterminer  la  valeur  de  H,  quel  que  soit  a?,  si  la  série 
qui  a  pour  terme  général  la  fraction 


n  I  n  —  1 1 

( 1 2  )  i-t-  xt"  jc 


est  une  série  convergente.  D'ailleurs  cette  dernière  condition  sera 
toujours  évidemment  satisfaite,  si  l'on  a  m  >  o.  Donc  alors  on  pourra 
supposer  la  valeur  générale  de  H  déterminée  par  la  formule  (i  i),  et  la 
formule  (3)  donnera 


n  i  n  —  1 


n  I  /;  —  1  I 


(l3)      K..D    --/(-D-Qa^-    .  +  «*»,,  ~   0ê2-  ~ TTIT^-  '" 

les  sommes  indiquées  par  le  signe  ^  «'étendant  à  toutes  les  valeurs 
entières,  positives,  nulle  et  négatives  de  n.  En  d'autres  termes,  on 
aura,  pour  m  >  o,  ;  ;    u 

m 

t'i  -  )  Vu'2       ■r"'" 

(l4)     /(^)  =  F(^)-x;[T^r^Tïï^TiT^2-ô'!^-^7r^' 

F(»  désignant  une  fonction  qui  sera  développable  en  une  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et 
négatives  de  x.  D'ailleurs,  on  tirera  des  formules  (9)  et  (  i4) 

(,5)  Y(x)=9œ"l¥(tx), 

et  l'on  pourra  de  la  formule  (i5)  déduire  immédiatement  la  valeur  de 
Y(.r),  en  opérant  comme  nous  l'avons  déjà  fait  dans  un  cas  semblable 
(voir  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  9  octobre,  page  82.  On  trouvera 
ainsi 

(,6)      t'(.M        K,lll(O.r'",/)4-Kin(0/.r'",O  +  ---+IV„    ,■'""    'H(W"'-'.r'\/), 

la  valeur  générale  «le  K,  étant  donnée  par  la  formule 

F(x)    :   r  'T(rx)  +  r   "F(r»x)      ...H   /'     ""■'"'  F<r»'   '\^ 

dans  laquelle  x  désigne  une  valeur  particulière  de  x,  et  r  l'une  des  ra- 
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cinés  primitives  de  l'unité  du  degré  ///.  Quant  aux  valeurs  particu- 
lières de  F(.r)  représentées  par 

F(x),     F(rx),     ...,     ¥(>■'"   lx), 

on  pourra  aisément  les  déduire  de  la  formule  (i3)  jointe  à  la  for- 
mule (  2  ). 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  supposé  la  valeur  de  m  positive. 
Si  l'on  supposait  au  contraire  m  négatif,  alors,  pour  satisfaire  aux 
conditions  prescrites,  on  serait  obligé  de  multiplier  le  second  membre 
de  la  formule  (i  i)  par  l'expression 

(—  y.  t".v  )-">", 

et  par  conséquent  de  substituer  à  cette  formule  la  suivante 

(18)  H  =  (—  i)'»»0»a-'»«/        r— '" 

Alors  aussi  la  fonction  F(a?),  devant  s'évanouir  pour  des  valeurs 
nulle  ou  infinies  de  .r,  se  réduirait  nécessairement  à  zéro,  et  à  la 
place  de  l'équation  (i4)  on  obtiendrait  la  formule 

i,    n        I 
—    /// 

((S)  V^  ,     ;.-""<!  ' 


<{ui  s'accorde  avec  les  résultats  obtenus  par  M.  Jacobi  dans  le  cas  par- 
ticulier où  f{x)  se  réduit  à  l'inverse  d'une  seule  factorielle. 

Enfin,  si  l'on  supposait  m  =  o,  on  verrait  la  formule  (3  )  se  réduire 
à  des  équations  que  j'ai  déjà  obtenues,  dans  un  précédent  Mémoire 
(Comptes  rendus,  tome  XVII,  pages  85  et  86),  et  qui  renferment, 
comme  cas  particuliers,  les  formules  données  par  M.  Jacobi  pour  la 
décomposition  des  fonctions  elliptiques  ou  de  leurs  puissances  en 
fractions  rationnelles. 
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237. 

Calcul  infinitésimal.  —  Mémoire  sur  la  théorie  analytique  des  maxima 
maximorum  et  des  minima  minimorum.  Application  de  cette  théorie 
au  calcul  des  limites  et  à  l'Astronomie. 

C.  R.,  T.  XVII,  p.   i2i5  (27  novembre  i843). 

Pour  déterminer,  à  l'aide  du  calcul  des  limites,  les  erreurs  que  l'on 
commet  quand  on  arrête,  après  un  certain  nombre  de  termes,  des 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes,  ou 
même  suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et  négatives 
d'une  seule  variable,  il  est  utile  de  calculer  les  plus  grandes  valeurs 
que  puissent  acquérir  les  modules  de  certaines  fonctions  correspon- 
dants à  des  valeurs  données  des  modules  des  variables,  ou  ce  qu'on 
peut  appeler  les  maxima  maximorum  et  les  minima  minimorum  des 
modules  de  ces  mêmes  fonctions.  On  y  parvient,  dans  un  grand 
nombre  de  cas,  à  l'aide  des  considérations  que  je  vais  exposer. 

D'après  les  principes  du  Calcul  différentiel,  les  maxima  et  minima 
d'une  fonction  d'une  ou  de  plusieurs  variables,  qui  reste  continue,  du 
moins  entre  certaines  limites,  correspondent  généralement,  comme 
l'on  sait,  aux  valeurs  des  variables  qui,  étant  comprises  entre  ces 
limites,  réduisent  à  zéro  les  dérivées  du  premier  ordre  de  la  fonction. 
Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  donnée  dépende  d'une 
seule  variable  x.  L'équation  de  condition  qu'on  obtiendra  en  égalant 
à  zéro  la  fonction  dérivée  du  premier  ordre  admettra  généralement 
plusieurs  racines  correspondantes  à  plusieurs  maxima  ou  minima. 
D'ailleurs  il  arrivera  souvent  que  la  fonction  donnée  renfermera,  outre 
la  variable  x,  un  ou  plusieurs  paramètres,  et  qu'il  sera  facile  d'assi- 
gner, pour  une  valeur  donnée  de  l'un  de  ces  paramètres,  le  plus  grand 
de  Ions  les  maxima  ou  le  plus  petit  de  tous  les  minima,  c'est-à-dire  le 
maximum  maximorum  ou  le  minimum  minimorum.  Si  maintenant  on 
altère,  par  degrés  insensibles,  la  valeur  attribuée  au  paramètre  dont  il 
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s'agit,  celle  des  racines  de  l'équation  de  condition  qui  correspondait 
au  maximum  maximorum  continuera  certainement  de  lui  corres- 
pondre, jusqu'au  moment  où  un  autre  maximum  lui  deviendra  équi- 
valent. En  partant  de  ce  principe,  qui  peut  être  facilement  étendu  au 
ras  où  la  fonction  donnée  renferme  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables et  de  paramétres,  on  déterminera  facilement,  dans  un  grand 
nombre  de  problèmes,  les  maxima  maximorum  des  fonctions  d'une  ou 
de  plusieurs  variables.  On  pourrait  encore  évidemment  déterminer  de 
la  même  manière  les  minima  minimorum. 

En  opérant  comme  je  viens  de  le  dire,  on  arrive  à  la  détermination 
des  erreurs  que  l'on  commet  quand  on  développe  la  fonction  pertur- 
batrice relative  à  deux  planètes  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  des  exponentielles  trigonométriques  qui  oflfrenl 
pour  arguments  les  longitudes  moyennes  de  ces  deux  planètes.  C'est, 
au  reste,  ce  que  j'expliquerai  plus  en  détail  dans  d'autres  Mémoires, 
où  je  pourrai  faire  voir  encore  comment  les  mêmes  principes  appli- 
qués au  calcul  des  variations  fournissent  la  solution  de  problèmes 
qu'on  n'avait  pu  résoudre  jusqu'à  ce  jour. 

Analyse. 
Théorie  des  maxima  maximorum  et  des  minima  minimorum. 

Soit  x  une  variable  réelle,  et 

une  fonction  réelle  de  x,  qui  demeure  continue  avec  sa  dérivée  /'<  x  ). 
du  moins  entre  certaines  limites.  Les  valeurs  de  x  qui,  étant  com- 
prises entre  ces  limites,  correspondront  aux  valeurs  maxima  et  mi- 
nima de  la  fonction  //,  seront,  comme  on  le  sait  depuis  longtemps, 
relies  qui  vérifieront  l'équation 

f'(x)  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation 

(l)  Dx«  ==:  o. 

OEuvrcs  de  C.  —  S.   1,1.  VIII.  17 


130  COMPTES   RENDUS   DE  L'ACADEMIE. 

On  sait  encore  que  les  caractères  qui  servent  à  distinguer  les  maxima 
des  minima  se  déduisent  de  la  considération  des  dérivées  de  u,  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  et  qu'en  particulier  une  racine  simple 
de  l'équation  (i)  fournit  un  maximum  ou  un  minimum  de  u,  suivant 
que  la  valeur  de  D*w,  correspondante  à  cette  racine,  est  une  quantité 
négative  ou  positive. 

Dans  certaines  questions,  et  particulièrement  dans  celles  qui  se 
rattachent  au  calcul  des  limites,  il  importe  de  déterminer,  non  pas 
tous  les  maxima  ou  minima  d'une  fonction  donnée,  mais  seulement  le 
plus  grand  de  tous  les  maxima  ou  le  plus  petit  de  tous  les  minima, 
c'est-à-dire,  en  d'autres  termes,  le  maximum  maximorum  ou  le  mini- 
mum minimorum.  On  peut  y  parvenir,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  à 
l'aide  des  considérations  suivantes. 

Concevons  que  la  fonction  u  renferme  avec  la  variable  x  un  cer- 
tain paramètre  a.  Il  arrivera  souvent  que,  pour  une  valeur  particu- 
lière de  ce  paramètre,  il  sera  facile  de  reconnaître  quelle  est  celle  des 
racines  de  l'équation  (i)  qui  fournit  un  maximum  maximorum  de  u. 
Soient  x  cette  racine  et  u  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  u  ou 
le  maximum  maximorum  de  cette  fonction.  Si  l'on  pose 

on  aura 

(2)  U=/(X), 

x  étant  racine  de  l'équation 

(3)  /'(x)  =  o. 

Concevons  maintenant  que  le  paramètre  a,  contenu  dans  la  fonc- 
tion //,  vienne  avarier,  par  degrés  insensibles.  La  racine  x  de  l'équa- 
tion (3)  qui  correspond  au  maximum  maximorum  de  la  fonction  u 
variera  elle-même  en  général  par  degrés  insensibles,  jusqu'à  l'instant 

OÙ  l'on  aura 

u  =  u,, 

u,  désignant  un  autre  maximum  correspondant  à  une  autre  racine  \, 
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de  l'équation  (3),  par  conséquent  jusqu'à  l'instant  où  l'équation  en  //, 
produite  par  l'élimination  de  x  entre  les  formules 

(4)  h  =  o,        Dj,  u  =  o, 

acquerra  des  racines  égales.  Soit 

(  5  )  U  =  o 

celte  équation  en  u.  Parmi  les  valeurs  de  u  qui  représenteront  des 
racines  égales  de  l'équation  (5),  se  trouveront  comprises  celles  qui 
correspondront  à  des  racines  égales  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  ii 
des  valeurs  de  x  pour  lesquelles  se  vérifieront  simultanément  l'équa- 
tion (ï)  et  la  suivante 

Observons  d'ailleurs  que  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont 
nous  avons  fait  usage  nous  auraient  encore  conduit  aux  équations  (  5) 
et  ((>),  s'il  eut  été  question  de  fixer,  non  plus  le  maximum  maximo- 
rum,  mais  le  minimum  minimorum  de  la  fonction  //.  Gela  posé,  on  peut 
évidemment  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient  x  une  variable  réelle,  et 

«  =  /(•*) 

une  fonction  de  x,  qui  demeure  continue,  du  moins  pour  des  râleurs  de  x 
renfermées  entre  certaines  limites.  Soit,  de  plus,  x  une.  racine  de  l'équa- 
tion 

qui,  étant  comprise  entre  ces  limites,  fournisse  le  maximum  maxiinoruiii 
OU  le  minimum  minimorum  de  //,  pour  une  valeur  particulière  d'un 
paramètre  y.  contenu  dans  la  fonction  u.  Si  ce  paramètre  rient  à  varier. 
la  racine  x  continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum  ou  au 
minimum  minimorum  de  la  fonction  n.  jusqu'au  moment  où  le  para- 
mètre y.  deviendra  tel  que  l'équation 

U  =  o, 
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produite  par  l'élimination  de  x  entre  les  formules 

u  —  f{x),        \)xu  —  o, 

acquière  des  racines  égales,  par  conséquent  des  racines  pour  lesquelles  se 

vérifie  la  condition 

DM  U  =  o. 

D'ailleurs  cette  condition  sera  remplie  pour  les  valeurs  de  u  correspon- 
dantes à  des  valeurs  de  x  qui  vérifieront,  non  seulement  l'équation 

Dj;  u  =  o, 

mais  encore  la  suivante  : 

D|«  =  o. 

En  raisonnant  de  la  même  manière,  on  établira  généralement  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  x,  y,  z,  ...  des  variables  réelles,  et 

u=f{x,y,z,  ...) 

une  fonction  réelle  de  x,  y,  z,  . . . ,  qui  demeure  continue,  du  moins  pour 
des  valeurs  de  x,  y,  z,  ...  renfermées  entre  certaines  limites.  Soit  de  plus 

x,     y,     z,     ... 

un  système  de  valeurs  de  x,  y,  z,  . . .  qui,  étant  comprises  entre  ces  limites, 
vérifient  les  équations 

Y)x  u  =  o,        Dr  u  =  o,        Ds«  =  o,         ..., 

et  qui  fournissent  le  maximum  maximorum  ou  le  minimum  minimorum 
de  u,pour  certaines  valeurs  particulières  d'un  ou  de  plusieurs  paramètres  a, 
6,  y»  •  •  •  contenus  dans  la  fonction  u.  Si  ces  paramètres  viennent  à  varier, 
le  système  des  valeurs 

x  —  \,         y  =  y,  z  —  z, 

continuera  de  correspondre  au  maximum  maximorum  ou  ait  minimum 
minimorum  de  la  fonction  u,  jusqu'au  moment  où  les  paramètres  devien- 
dront tels  que  l'équation 

U=o, 
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produite  par  l 'élimination  des  x,  y,  z,  ...  entre  la  formule 

u—f(*,y,  s,  ••  •) 
et  les  suivantes 

Dj;    II    =    O,  Y)y    II    =    O,  D;    Il    =    O,  -    .    .   , 

acquière  des  racines  égales,  par  conséquent  des  racines  pour  lesquelles  se 

vérifie  la  condition 

n„U=o. 

D'ailleurs  cette  condition  sera  remplie  pour  les  valeurs  de  u  correspon- 
dantes à  des  valeurs  de  x,  y,  z,  . . .  qui  vérifieront,  non  seulement  les  for- 
mules 

Dx  u  —  o,  Dr  II  =r  O,  I);  «  =  o,  .... 

mais  encore  la  suivante 

v  =  o, 

v  désignant  la  fonction  alternée  que  l'on  forme  avec  les  termes  renfermes 

dans  le.  Tableau 

T)x  u,     Dx\)yit,     Dx])zu,     ..., 

DxDr  ii,  \)ju,     Dr0-  u,     .... 

DxD-w,     Dyï)za,  Dît/,      .... 


en  sorte  qu'on  ait,  par  exemple,   quand  les  variables  x,  y,   z,   ...  se 

réduisent  à  deux, 

v  =  D*uJ)ïu  —  (DxDr«)2. 


238. 

Analyse  mathématique.   —  Mémoire  sur  les  modules  des  séries. 

C.  15.,  T.  XVII.  p.  ia2o  (27  Dovembre  i8,p  1. 

Dans  mon  Analyse  algébrique  publiée  en  1821  ('),  je  ne  rue  suis  pas 
contenté  d'observer  que  les  séries  convergentes  sont  les  seules  qui 

(•  )  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  III. 
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puissent  être  sommées,  j'ai  de  plus  établi  des  théorèmes  généraux 
relatifs  à  la  convergence  des  séries  qui  se  prolongent  indéfiniment 
dans  un  seul  sens.  L'énoncé  de  ces  théorèmes,  et  de  quelques  autres 
relatifs  aux  séries  qui  se  prolongent  indéfiniment  dans  deux  sens 
opposés,  deviendra  beaucoup  plus  simple,  si  l'on  a  recours  à  la 
considération  de  certaines  quantités  que  j'appellerai  les  modules  des 
séries.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Considérons  d'abord  une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans 
un  seul  sens,  et  désignons  par  une  même  lettre  u,  successivement 
affectée  des  indices 

o,     i,    2,    3,     ...,     n,     ..., 

les  divers  termes  de  cette  série.  Le  terme  général,  représenté  par  it„, 
aura  pour  module  une  certaine  quantité  positive  pn,  et  la  racine  nieme  de 
cette  quantité  convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  du  nombre  ji, 
vers  une  ou  plusieurs  limites.  Or  la  plus  grande  de  ces  limites  sera  ce 
que  j'appellerai  le  module  de  la  série.  Cela  posé,  on  déduira  des  prin- 
cipes établis  dans  l'Analyse  algébrique  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  un  seul 
sens  es/  convergente  quand  son  module  reste  inférieur  à  l'unité,  et  diver- 
gente quand  ce  module  devient  supérieur  à  l'unité. 

Considérons  maintenant  une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment 

dans  les  deux  sens,  et  désignons  ses  divers  termes  par  une  même 

lettre  //  successivement  affectée,   d'une  part,   des   indices  nuls  ou 

positifs 

o,      i,     2,     3,      ...,      n,      ...; 

d'autre  part,  des  indices  négatifs 

—  i,     —  a,     —3,      ...,     —  n 

Les  deux  tenues  généraux  uH,  u  „  offriront  ordinairement  deux  modules 
différents  pn,  p_;J,  et  les  deux  quantités  positives  vers  lesquelles  conver- 
geront, pour  des  valeurs  croissantes  de  //,  les  plus  grandes  valeurs  des 
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racines  «iemes  de  ces  modules  sont  ce  que  nous  appellerons  les  deux 
modules  de  la  série  en  question.  Cela  posé,  comme  celte  série  pourrai! 
être  censée  résulter  de  la  réunion  de  deux  autres  dont  chacune  se  pro- 
longerait indéfiniment  dans  un  seul  sens,  il  est  clair  que  le  théorème 
ci-dessus  énoncé  eut  rainera  encore  le  suivant  : 

ThÉORÉME  II.  —  Une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  les  deux 
sens  est  convergente  quand  ses  deux  modules  sont  inférieurs  à  l'unité,  et 
divergente  quand  un  de  ces  modules  devient  supérieur  à  l'unité. 

Considérons  maintenant  deux  séries  dont  les  ternies  soient  repré- 
sentés par  deux  lettres  distinctes  u,  c,  chacune  de  ces  lettres  étant 
successivement  affectée  de  tous  les  indices  entiers  positifs,  nul  et 
négatifs.  Les  produits  que  l'on  formera,  en  multipliant  les  divers 
termes  de  la  première  série  par  les  divers  termes  de  la  seconde,  pour- 
ront être  groupés  entre  eux  de  manière  que  chaque  groupe  renferme 
tous  les  produits  dans  lesquels  les  indices  des  deux  lettres  //,  v  offrent 
une  somme  donnée  n  ou  —  n.  De  plus,  on  pourra  imaginer  une  nou- 
velle série  dont  le  terme  général  sera  la  somme  des  produits  corres- 
pondants à  un  même  groupe.  Cela  posé,  aux  propositions  déjà  énon- 
cées se  joindront  de  nouveaux  théorèmes  relatifs  à  la  nouvelle  série. 
On  reconnaîtra,  par  exemple,  que  les  modules  de  la  nouvelle  série  ne 
peuvent  surpasser  les  modules  des  séries  données,  et  qu'en  consé- 
quence la  nouvelle  série  sera  convergente  si  chacune  des  séries  don- 
nées a  pour  modules  des  nombres  inférieurs  à  l'unité. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  et  ascendantes  d'une  certaine  variable  x,  le  premier 
des  théorèmes  précédemment  énoncés  fournit  une  limite  supérieure 
que  le  module  de  la  variable  x  ne  peut  dépasser,  sans  que  la  série  cesse 
d'être  convergente.  Mais,  d'après  un  autre  théorème  que  j'ai  démontre 
dans  les  Exercices  d'Analyse,  si  la  série  représente  le  développement 
d'une  fonction  donnée,  celle  série  restera  convergente  tant  que  le 
module  de  la  variable  sera  inférieur  au  plus  petit  de  ceux  pour  les- 
quels la  fonction  et  sa  dérivée  restent  continues.  On  doit  donc  pré- 


136  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

sumer  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  ce  plus  petit  module  sera 
précisément  celui  qui  réduirait  à  l'unité  le  module  de  la  série.  Or, 
sans  donner  de  ce  théorème  une  démonstration  générale,  on  peut  du 
moins  le  démontrer  dans  une  infinité  de  cas,  et  spécialement  lorsque 
la  fonction  proposée,  au  moment  où  elle  devient  discontinue,  peut  être 
considérée  comme  le  produit  d'une  autre  fonction  qui  reste  continue 
par  une  puissance  fractionnaire  ou  négative  d'un  binôme  linéaire  qui 
devient  alors  nul  ou  infini.  Les  mêmes  remarques  peuvent  être  éten- 
dues au  cas  où  la  fonction  proposée  dépend  de  plusieurs  variables, 
ainsi  qu'au  cas  où  le  développement  renferme  à  la  fois  des  puissances 
positives  et  des  puissances  négatives,  mais  entières,  des  variables  dont 
il  s'agit. 

(j's  considérations  fournissent  le  moyen  de  trouver,  en  Astronomie, 
les  modules  de  séries  qui  représentent  les  développements  des  fonc- 
tions perturbatrices,  et  d'établir  les  règles  de  convergence  de  ces 
mêmes  séries,  ainsi  que  je  me  propose  de  l'expliquer  dans  un  autre 
article. 


239. 

Mécanique.  -  -  Rapport  sur  divers  Mémoires  de  M.  nE  Saint-Venant 
relatifs  à  la  Mécanique  rationnelle  et  à  la  Mécanique  appliquée. 

r,.  R.,  T.  XVII,  p.  1234  (27  novembre  i84j)- 

L'Académie  nous  a  chargés,  MM.  Poncelet,  Piobcrt,  Lamé  et  moi, 
de  lui  rendre  compte  de  plusieurs  Mémoires  de  M.  de  Saint-Venant  qui 
ont  pour  but  le  perfectionnement  de  la  Mécanique  rationnelle  et  de  la 
Mécanique  appliquée. 

De  <cs  Mémoires,  les  deux  premiers  ont  pour  objet  le  calcul  de  la 
résistance  et  de  la  flexion  des  pièces  solides  ii  simple  ou  à  double  cour- 
bure quand  on  prend  simultanément  en  considération  les  divers  efforts 
auxquels  elles  peuvent  être  soumises  dans  tous  les  sens. 

'les  deux  premiers  Mémoires  nous  ont  paru  atteindre  complètement 
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le  but  que  l'autour  s'était  proposé,  et  répandre  un  nouveau  jour  sur 
les  diverses  questions  qui  se  rattachenl  à  la  .Mécanique  moléculaire. 
L'autour  ne  s'est  pas  contenté  d'appliquer  à  leur  solution  les  méthodes 
que  peut  fournir  le  Calcul  différentiel  et  intégral,  en  ayant  égard,  dans 
chaque  cas,  aux  diverses  données  que  comporte  le  problème  :  il  s'est 
encore  attaché  à  représenter  les  solutions  par  des  formules  qui  puissent 
être  d'un  usage  facile  dans  la  pratique,  et  à  donner  une  interprétation 
géométrique  des  diverses  quantités  qui  entrent  dans  les  formules.  Pré- 
sentons à  ce  sujet  quelques  exemples. 

L'un  de  nous  avait  remarqué  depuis  longtemps  que,  dans  un  corps 
solide  dilaté,  la  dilatation,  mesurée  sur  une  droite  passant  par  un 
point,  n'est  pas  la  même  en  tous  sens,  et  déterminé  les  lois  suivant 
lesquelles  cette  dilatation,  appelée  par  lui  linéaire,  variait  avec  la 
direction  de  la  droite.  A  cette  considération  des  dilatations  linéaires, 
M.  de  Saint-Venant  a  joint  colle  des  glissements  qui  s'exécutent 
lorsque  deux  sections,  comprises  dans  des  plans  parallèles,  se  dé- 
placent l'une  par  rapport  à  l'autre,  et  du  gauchissement  que  présente, 
après  le  changement  de  forme  d'une  pièce,  une  section  transversale 
faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  pièce. 

Dans  le  calcul  de  la  résistance  qu'une  pièce  à  double  courbure 
oppose  à  la  torsion  et  à  la  flexion,  les  géomètres  s'étaient  unique- 
ment occupés  de  la  variation  du  rayon  de  courbure  et  des  angles  que 
le-  plans  osculateurs  forment  entre  eux.  M.  de  Saint-Venant  a  com- 
plété sur  ce  point  l'analyse  dont  on  avait  fait  usage,  et  il  a  tenu  compte 
de  la  rotation  du  rayon  de  courbure  autour  de  l'axe  de  la  pièce. 

On  doit  remarquer  encore  les  formules  que  .M.  de  Saint -Venant  a 
obtenues  dans  son  dernier  Mémoire,  et  qui  sont  relatives  à  la  torsion 
du  prisme  à  base  losange. 

Les  perfectionnements  que  les  formules  de  M.  de  Saint-Venant  ont 
apportés  à  la  Mécanique  pratique,  ainsi  qu'à  la  Mécanique  rationnelle, 
ont  été  tellement  sentis,  que  plusieurs  d'entre  elles  sont  déjà  passées 
dans  renseignement  et  ont  été  données,  en  particulier,  dans  le  Cours 
tait  par  notre  confrère  .M.  Poncelet  à  la  Faculté  dos  Sciences. 

OEmrcs  de  C.  —  S.  I,  l.  VIII.  l8 


138  COMPTES  RENDUS  DE   L'ACADÉMIE. 

En  résumé,  1rs  divers  Mémoires  de  M.  de  Saint-Venant  nous  pa- 
raissent justifier  pleinement  de  la  réputation  que  cet  habile  ingénieur, 
qui  a  toujours  occupé  les  premiers  rangs  dans  les  promotions  à  l'Ecole 
Polytechnique,  s'est  acquise  depuis  longtemps.  Nous  les  croyons  très 
dignes  d'être  approuvés  par  l'Académie  et  d'être  insérés  dans  le  Recueil 
des  Mémoires  des  Savants  étrangers. 


240. 

Sciences  physiques  et  mathématiques.  —  Rapport  sur  les  méthodes  qui  ont 
servi  au  développement  des  facultés  intellectuelles  d'un  jeune  sourd- 
muet,  et  sur  les  moyens  par  lesquels  il  est  parvenu,  non  seulement  à 
un  degré  d  instruction  élevé,  mais  encore  à  une  connaissance  très 
étendue  des  Sciences  physiques  et  mathématiques. 

C.  R.,  T.  XVII,  p.  1270  (14  décembre  1843  ). 

L'Académie  se  souvient  encore  que,  en  novembre  1840,  se  présenta 
devant  elle  un  jeune  pâtre  des  environs  de  Tours,  qui,  abandonné 
d'abord  à  lui-même,  était  parvenu  à  exécuter  de  tête,  avec  une  grande 
facilité,  des  calculs  même  très  compliqués.  Qu'est  devenu  cet  enfant 
merveilleux?  Ce  que  les  journaux  nous  en  ont  appris  ne  paraît  guère 
propre  à  nous  faire  espérer  la  réalisation  des  vœux  que  nous  avions 
formés  pour  lui.  Nous  croyons  que  la  retraite  et  l'étude  eussent  été 
beaucoup  plus  favorables  au  développement  des  facultés  morales  et 
intellectuelles  de  cet  enfant,  au  perfectionnement  de  son  éducation  et 
de  son  instruction,  qu'une  vie  errante,  qui  peut  procurer  quelques 
profits  à  lui  et  à  son  maître,  mais  le  détourne  des  travaux  sérieux,  en 
exallant,  par  une  mise  en  scène  continuelle,  l'amour-propre  de  l'en- 
fant sans  utilité  réelle.  Quoi  qu'il  en  soit,  nous  avons  aujourd'hui  à 
entretenir  l'Académie,  non  plus  d'espérances  conçues,  mais  d'espé- 
rances réalisées.  L'Académie  nous  a  chargés,  MM.  Flourens,  Francœur 
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et  moi,  de  lui  rendre  compte  des  moyens  par  lesquels  un  jeune  sourd- 
muet,  M.  Paul  de  Vigan,  élevé  à  Caen  par  M.  l'abbé  Jamct,  est  parvenu, 
non  seulement  à  un  degré  d'instruction  élevé,  mais  encore  à  une  con- 
naissance très  étendue  des  Sciences  physiques  et  mathématiques.  La 
solidité,  la  valeur  des  connaissances  effectivement  acquises  par  ce 
jeune  sourd-muet,  a  quelque  chose  de  vraiment  extraordinaire.  Il  sail 
l'Arithmétique,  l'Algèbre,  la  Géométrie,  les  deux  Trigonométries,  la 
Mécanique,  la  Physique,  la  Chimie,  la  Botanique.  Nous  l'avons  inter- 
rogé, et  il  a  parfaitement  répondu  aux  questions  que  nous  lui  avons 
faites  sur  les  diverses  branches  des  Sciences  mathématiques,  sur  l'Ana- 
lyse algébrique,  sur  le  Calcul  différentiel,  sur  le  Calcul  intégral.  11  ne 
s'est  pas  borné  à  étudier  les  théories,  il  a  voulu  encore  les  appliquer.  Il 
a  fabriqué  lui-même  un  grand  nombre  d'instruments  de  Physique,  un 
cadran  solaire,  une  machine  électrique.  II  a  fait  usage  du  daguerréo- 
type et  de  la  galvanoplastie.  Il  s'est  servi  des  procédés  nouveaux  pour 
argenter,  pour  dorer  des  médailles,  et  le  plus  souvent,  pour  réaliser 
ces  applications  diverses  des  Sciences  physiques  et  mathématiques,  il 
lui  suffit  de  lire  les  simples  Notices,  ordinairement  très  imparfaites, 
dans  lesquelles  on  en  parle,  et  de  les  étudier  tout  seul.  Nous  lui  avons 
demandé  de  vouloir  bien  lui-même  nous  rendre  compte  des  moyens 
par  lesquels  il  avait  acquis  toutes  ces  connaissances,  et  nous  croyons 
intéresser  l'Académie  en  reproduisant  quelques  fragments  d'un  histo- 
rique très  remarquable  qu'il  nous  a  donné. 

«  Je  crois  utile,  dit  M.  Paul  de  Vigan  dans  cet  historique,  de  faire 
connaître  l'inconvénient  des  pantomimes  dont  les  sourds-muets  se 
servent  irrésistiblement  pour  causer  entre  eux.  Elles  les  empêchent 
de  bien  apprendre  la  langue  française,  et  aussi  de  sentir  l'utilité  de  la 
lecture,  ce  qui  fait  qu'ils  se  trouvent  souvent  fort  embarrassés  quand 
il  faut  parler  par  écriture  à  ceux  qui  ne  connaissent  pas  les  signes  ni 
les  pantomimes,  et  qu'ils  se  hasardent  à  écrire  des  phrases  ou  des 
mots  de  la  signification  desquels  ils  ne  sont  pas  sûrs,  ou  une  suite  de 
mots  qui  ne  présente  aucun  sens  ou  qui  n'est  pas  française.  Comme  il 
y  a  ordinairement  dans  les  écoles  beaucoup  de  sourds-muets  de  famille 
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pauvre  ou  pou  aisée,  qui  ne  peuvent  pas  y  rester  assez  longtemps  pour 
devenir  bien  instruits,  l'éducation  des  sourds-muets  de  famille  riche, 
qui  sont  en  très  petit  nombre,  se  trouve  quelquefois  interrompue  par 
suite  d'un  changement  opéré  parmi  leurs  camarades,  de  sorte  qu'ils 
sont  obligés  de  revenir  à  ce  qu'ils  ont  déjà  vu,  et  que  par  là  ils  avancent 
peu  leurs  études.  J'ai  éprouvé  tous  les  inconvénients  dont  je  viens  de 
parler.  On  ne  sera  plus  étonné  que  j'aie  été  assez  longtemps  à  m'in- 
struire.  Il  est  vrai  que,  quoique  médiocrement  instruit,  j'étais  tou- 
jours regardé  comme  le  plus  fort  de  ma  classe,  et  que  j'ai  été  souvent 
le  premier  dans  les  compositions.  Depuis  1822  jusqu'à  1 8 3 3 ,  j'étudiai 
d'une  manière  très  imparfaite  et  un  peu  vague.  En  i833  M.  l'abbé 
Jamet  commença  à  me  donner  des  leçons  d'articulation  et  d'italien. 
En  i834  il  m'enseigna  l'espagnol,  dans  le  même  temps  qu'il  chargea 
un  de  ses  neveux  de  m'apprendre  les  premières  notions  de  l'Algèbre 
et  de  la  Géométrie  élémentaire.  Quand  je  fus  arrivé  aux  équations  du 
second  degré  et  au  quatrième  Livre  de  la  Géométrie  de  Legendre,  ce 
neveu  me  dit  que  je  ne  pourrais  jamais  aller  au  delà.  Mais  cette  triste 
prédiction  ne  me  découragea  point  du  tout;  car  ces  parties  des  Mathé- 
matiques avaient  déjà  quelque  chose  d'attrayant  pour  moi,  quoique  je 
les  connusse  encore  très  peu.  Je  revis  de  temps  en  temps  les  parties 
de  l'Algèbre  que  j'avais  déjà  vues,  pour  m'en  bien  pénétrer,  afin  de 
pouvoir  aller  plus  loin.  » 

L'Académie  vient  de  voir  comment  M.  Paul  de  Vigan  fut  initié  à 
l'étude  des  Sciences  mathématiques.  Je  vais  maintenant  citer  un  frag- 
ment relatif  à  ses  éludes  botaniques. 

«  Au  commencement  de  l'année  i834,  cédant  au  désir  que  j'avais 
de  savoir  trouver  moi-même,  et  à  l'aide  d'un  livre,  le  nom  des  plantes 
que  je  rencontrerais,  j'achetai,  nous  dil  le  jeune  sourd-muet,  une 
Botanique  méthodique  de  Dubois  (directeur  du  Jardin  des  Plantes 
d'Orléans).  Au  mois  de  mars,  je  commençai  à  analyser  de  grandes 
Heurs  dont  je  savais  déjà  les  noms,  pour  me  familiariser  peu  à  peu 
avec  les  termes  de  la  Botanique.  Plusieurs  mois  après,  j'eus  la  satis- 
faction  de  trouver  les  noms  de  plusieurs  plantes  que  je  ne  connaissais 
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pas.  Bientôt  je  me  mis  à  herboriser  dans  les  environs  de  Caen,  les 
jours  de  promenade  des  sourds-muets.  Pendant  deux  ans,  j'allai  par 
degrés,  des  grandes  fleurs  aux  plus  petites,  jusqu'aux  plantes  crypto- 
games. Dans  l'hiver  de  i835,  j'essayai  d'analyser  des  mousses,  des 
lichens  et  des  champignons,  et  je  réussis  it  trouver  les  noms  d'un 
petit  nomhre,  tant  les  plantes  cryptogames  sont  difficiles  à  distinguer 
dans  la  même  famille.  » 

Aux  fragments  qu'on  vient  de  lire  nous  joindrons  ici  les  réponses 
que  M.  Paul  de  Vigan  a  faites  instantanément  à  quelques  questions,  et 
qui  paraissent  devoir  intéresser  l'Académie. 

Première  question.  —  Vous  formez-vous  une  idée  de  ce  que  peuvent 
être  les  sons? 

Réponse.  —  Après  avoir  vu  l'élasticité  du  gaz  en  Physique,  je  n'ai 
pas  eu  de  peine  à  me  former  une  idée  du  son.  Le  son  ou  le  bruit  n'est 
autre  chose  qu'une  vibration  de  l'air  qui,  engendrée  par  un  choc  ou 
par  toute  autre  cause,  se  propage  de  tous  côtés,  et  qui  heurte  en  che- 
min contre  le  tympan  de  l'oreille,  ce  qui  fait  naître  une  sensation  plus 
ou  moins  agréable. 

La  sirène  m'a  donné  quelque  idée  sur  la  différence  qui  existe  entre 
l'acuité  et  la  gravité  du  son.  La  succession  des  vibrations  de  l'air  est 
plus  rapide  pour  les  sons  aigus  que  pour  les  sons  graves. 

Par  exemple,  mille  vibrations  par  seconde  donnent  naissance  à  un 
son  aigu  et  quatre-vingts  à  un  son  grave. 

Deuxième  question.  —  Vous  formez-vous  une  idée  de  la  différence 
qui  existe  entre  le  bruit  et  le  son? 

Réponse.  —  Le  bruit  est  une  suite  de  vibrations  si  irrégulières,  qu'on 
ne  peu!  pas  savoir  si  c'est  un  son  aigu  ou  un  son  grave.  Il  n'en  est  pas 
de  même  du  son  proprement  dit. 

Troisième  question.  —  A  quels  signes  se  rattachent,  dans  votre  mé- 
moire, les  théorèmes  de  Géométrie?  Ksl-ee  aux  figures  ou  aux  paroles 
qui  servent  à  IVnonee  des  théorèmes? 

Réponse.  —  Je  crois  que  e'est  principalement  aux  figures  que  se 
rattachent  dans  ma  mémoire  les  théorèmes  de  Géométrie.  Car  il  m'ai- 
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rive  quelquefois  do  réussir  à  répondre  en  traçant  une  ligure  ou  une 
autre,  suivant  que  j'y  vois  ce  qui  pourrait  servir  à  ma  réponse.  On 
pourrait  comparer  les  figures  aux  instruments  de  Physique,  qui  pro- 
duisent pins  d'impression  sur  la  mémoire  que  les  énoncés  des  prin- 
cipes. Cependant  les  figures  seules  ne  suffisent  pas  toujours,  parce 
qu'une  même  figure  donne  souvent  lieu  à  l'énoncé  de  plusieurs  tliéo- 
rèmes. 

Quatrième  question.  —  Concevez-vous  comment  les  sons  peuvent 
servir  à  distinguer  les  divers  mots  les  uns  des  autres? 

Réponse.  —  Chaque  syllabe  a  un  son  particulier;  chaque  mol  a 
autant  de  sons  particuliers  qu'il  contient  de  syllabes.  Il  me  paraît  évi- 
dent que  l'on  peut  distinguer  les  mots  les  uns  des  autres  par  les  diflo- 
rents  sons,  simples  ou  composés,  qui  leur  correspondent. 

Cinquième  question.  —  En  quoi  consiste,  à  votre  avis,  la  différence 
des  sons  qui  servent  à  distinguer  les  syllabes  les  unes  des  autres? 
Cette  différence  dépend-elle  de  la  gravité  ou  de  l'acuité  du  son? 

Réponse.  —  Quand  je  disais  que  chaque  syllabe  a  un  son  particu- 
lier, j'entendais  que  les  sons  des  syllabes  étaient  engendrés  par  diffé- 
rents efforts  du  poumon  combinés  avec  les  mouvements  de  la  bouche, 
de  la  langue,  des  dents  et  du  nez. 

Sixième  question.  —  La  parole  a-t-elle  été  inventée  par  l'homme  ou 
révélée  à  l'homme? 

Réponse.  —  Je  ne  crois  pas  que  l'homme  ait  inventé  la  parole.  Il 
faut  que  ce  soit  Dieu  qui  la  lui  ait  révélée,  pour  qu'il  put  communi- 
quer ses  pensées  à  ses  semblables.  Mais  c'est  bien  l'homme  qui  a 
inventé  l'écriture,  parce  qu'il  avait  besoin  de  transmettre  ses  idées  à 
la  postérité.  Il  a  dû  commencer  par  récriture  hiéroglyphique. 

Septième  question.  —  Ëtes-vous  bien  sûr  que  récriture  n'ait  pas  été 
aussi  révélée  à  l'homme? 

Réponse.  ■  On  ne  connaît  aucune  écriture  qui  date  des  temps  qui 
précèdent  le  déluge.  Je  crois  qu'on  peut  en  conclure  que  l'écriture, 
quelle  qu'elle  soit,  n'élail  pas  connue  avant  celle  terrible  inondation. 
J'avoue  que  ce  n'est  pas  une  conclusion  rigoureuse. 
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Les  Commissaires  pensent  que  M.  Paul  de  Vigan  mérite  sons  Ions 
les  rapports  l'intérêt  de  l'Académie,  intérêt  qu'elle  se  plaît  surtout  à 
accorder  aux  études  scientifiques  accomplies  dans  des  conditions  si 
difficiles.  En  conséquence,  les  Commissaires  émettent  le  vomi  qu'il 
soit  possible  de  fournir  ;i  M.  Paul  de  Vigan  les  moyens  de  développer 
de  plus  en  plus  et  d'employer  utilement  les  rares  facultés  dont  il  est 
doué. 


241. 

Analyse   mathématique.   —   Sur  la  convergence  d'une  série. 
C.  R.,  T.  XVIII,  |).  i3  (  8  janvier  i8ii  i. 

M.  Cauchy  présente  à  l'Académie  un  Mémoire  sur  la  convergence  de 
la  série  qui  exprime  la  fonction  perturbatrice  développée  suivant  les 
sinus  et  cosinus  des  multiples  des  longitudes  moyennes  des  planètes 
que  l'on  considère. 


242. 

Théorie  dks  nombres.  —   Rapport  sur  divers  Mémoires  de  M.  Houry, 

géomètre  en  chef  du  cadastre,  etc. 

C.  R..  T.  XVIII.  p.  x\  (i5  janvier  i8i4). 

L'Académie  nous  a  ebargés,  M.  Liouville  el  moi,  de  lui  rendre 
compte  de  divers  Mémoires  de  M.  Houry,  qui  tous  ont  pour  objet  ce 
qu'il  appelle  des  expériences  sur  les  nombres.  Dans  ces  divers  .Mémoires, 
l'auteur,  après  avoir  résolu  numériquement  certains  problèmes  d'A- 
rithmétique ou  même  d'Analyse  indéterminée,  se  trouve  conduit,  par 
l'examen  des  solutions  obtenues,  à  l'énoncé  de  théorèmes  qu'il  pré- 
sente en  conséquence,  sinon  comme  rigoureusement  démontrés,  du 
moins  comme  constatés  par  l'expérience  entre  certaines  limites.  Plu- 
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sieurs  de  ces  théorèmes  sont  relatifs  au  nombre  des  chiffres  que  ren- 
ferme la  période  d'une  fraction  ordinaire  convertie  en  fraction  pério- 
dique dans  un  système  quelconque  de  numération.  L'auteur  considère 
en  particulier  le  cas  où  la  fraction  ordinaire  a  pour  numérateur 
l'unité  et  pour  dénominateur  un  nombre  premier.  On  sait  que,  dans 
cette  hypothèse,  la  détermination  du  nombre  des  chiffres  de  la  période 
se  réduit  à  la  détermination  de  l'indice  correspondant  à  la  base  du 
système  de  numération  et  à  la  recherche  du  quotient  qu'on  obtient 
quand  on  divise  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  au  nombre 
premier  donné  par  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ce  nombre  entier 
et  de  l'indice.  Cela  posé,  il  est  clair  que  la  démonstration  d'une  grande 
partie  des  théorèmes  exposés  par  M.  Houry  se  déduira  de  la  considé- 
ration des  racines  primitives  correspondantes  aux  nombres  premiers, 
et  des  indices  relatifs  à  ces  racines.  On  reconnaîtra  ainsi,  par  exemple, 
que,  n  étant  un  nombre  premier,  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 

'que  renfermera  le  développement  de  -  en  fraction  périodique  sera, 
dans  tout  système  de  numération,  un  diviseur  l  de  n  —  i  et,  de  plus, 
on  trouvera  autant  de  systèmes  de  numération  propres  a  fournir  cha- 
cun une  période  composée  de /chiffres,  qu'il  y  aura  de  nombres  entiers 
inférieurs  à  /et  premiers  à  /.  On  en  conclura  aisément  que,  parmi  les 
valeurs  de  /correspondantes  aux  divers  systèmes  de  numération,  celles 
qui  se  représenteront  un  plus  grand  nombre  de  fois  seront  les  valeurs 
il  —  i  et ?  si est  un  nombre  impair,  et  la  seule  valeur  «  —  i 

2  2  l 

dans  le  cas  contraire;  ce  qui  s'accorde  encore  avec  une  des  observa- 
tions faites  par  M.  Houry. 

En  résumé,  les  Commissaires  proposent  à  l'Académie  de  remercier 
M.  Houry  de  l'envoi  des  Mémoires  soumis  à  leur  examen,  ces  Mémoires 
étant  propres  à  fournir  des  documents  qui  peuvent  être  utiles  aux 
personnes  donl  les  travaux  ont  pour  objet  la  théorie  des  nombres  et 
la  solution  des  problèmes  d'Analyse  indéterminée. 
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243. 
Analyse  MATHÉMATIQUE.  —    Mémoire  sur  les  fonctions  continues. 

("..  H.,  T.  XVIII,  p.  iiG  (  22  janvier  i8jî  |. 

Dans  les  Ouvrages  d'EuIer  et  de  Lagrange,  une  fonction  est  appelée 
continue  ou  discontinue,  suivant  que  les  diverses  valeurs  de  cette  fonc- 
tion, correspondantes  a  diverses  valeurs  de  la  variable,  sont  ou  ne 
sont  pas  assujetties  à  une  même  loi,  sont  ou  ne  sont  pas  fournies  par 
une  seule  et  même  équation.  C'est  en  ces  termes  que  la  continuité  des 
fonctions  se  trouvait  définie  par  ces  illustres  géomètres,  lorsqu'ils 
disaient  que  «  les  fonctions  arbitraires,  introduites  par  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles,  peuvent  être  des  fonctions  con- 
tinues ou  discontinues.  »  Toutefois,  la  définition  que  nous  venons  de 
rappeler  est  loin  d'offrir  une  précision  mathématique;  car,  si  les  diverses 
valeurs  d'une  fonction,  correspondantes  aux  diverses  valeurs  d'une 
variable,  dépendent  de  deux  ou  de  plusieurs  équations  distinctes,  rien 
n'empêchera  de  diminuer  le  nombre  de  ces  équations  et  même  de  les 
remplacer  par  une  équation  unique,  dont  la  décomposition  fournirait 
toutes  les  autres.  Il  y  a  plus  :  les  lois  analytiques  auxquelles  les  fonc- 
tions peuvent  être  assujetties  se  trouvent  généralement  exprimées  par 
des  formules  algébriques  ou  transcendantes,  et  il  peut  arriver  que 
diverses  formules  représentent,  pour  certaines  valeurs  d'une  va- 
riable .r,  la  même  fonction;  puis,  pour  d'autres  valeurs  de  .r,  des 
fonctions  différentes.  Par  suite,  si  l'on  considère  la  définition  d'Euler 
fi  de  Lagrange  comme  applicable  à  toutes  espèces  de  fonctions,  soit 
algébriques,  soit  transcendantes,  un  simple  changement  de  notation 
suffira  souvent  pour  transformer  une  fonction  continue  en  fonction 
discontinue,  et  réciproquement.  Ainsi,  par  exemple,  .r  désignant  une 
variable  réelle,  une  fonction  qui  se  réduirait,  tantôt  à  -h.v,  tantôt  à 
—  .r,  suivant  que  la  variable  ./•  serait  positive  on  négative,  devra,  pour 
ce  motif,   être  rangée  dans   la  classe  des  fonctions  discontinues,  et 

QEun-esdeC S.  I,  t.  VIII.  IQ 
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cependant  la  même  fonction  pourra  être  regardée  comme  continue, 
quand  on  la  représente  par  l'intégrale  définie 

ou  même  par  le  radical 

\Jœs, 

([ni  est  la  valeur  particulière  de  la  fonction  continue 


\Jx--V-  t*, 

correspondante  à  une  valeur  nulle  de  t.  Ainsi,  le  caractère  de  conti- 
nuité dans  les  fonctions,  envisagé  sous  le  point  de  vue  auquel  se  sont 
d'abord  arrêtés  les  géomètres,  est  un  caractère  vague  et  indéterminé. 
Mais  l'indétermination  cessera  si  à  la  définition  d'EuIer  on  substitue 
celle  que  j'ai  donnée  dans  le  Chapitre  II  de  V Analyse  algébrique  ('). 
Suivant  la  nouvelle  définition,  une  fonction  de  la  variable  réelle  x  sera 
continue  entre  deux  limites  a  et  b  de  cette  variable,  si,  entre  ces  limites, 
la  fonction  acquiert  constamment  une  valeur  unique  et  finie,  de  telle 
sorte  qu'un  accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  produise 
toujours  un  accroissement  infiniment  petit  de  la  fonction  elle-même. 
Alors,  si  la  variable  est  prise  pour  abscisse,  la  fonction  supposée  réelle 
sera  l'ordonnée  d'une  branche  de  courbe  continue,  comprise  entre 
deux  droites  perpendiculaires  à  l'axe  des  abscisses,  et  rencontrée  en 
un  seul  point  par  chacune  des  droites  parallèles  que  l'on  pourrait 
tracer  entre  les  deux  premières.  La  continuité  des  fonctions  ainsi 
définie  est  d'ailleurs  un  caractère  dont  l'importance  se  trouve  aujour- 
d'hui généralement  apprécié»1  par  les  géomètres.  (Test  en  tenant  compte 
des  solutions  ou  interruptions  observées  dans  celte  espèce  de  conti- 
nuité que  je  suis  parvenu  il  déterminer,  pour  les  équations  algé- 
briques, le  nombre  des  racines  qui  satisfont  à  des  conditions  données, 
par  exemple  le  nombre  des  racines  dont  le  module  demeure  compris 
entre  deux  limites  données,  et  c'est  encore  cette  espèce  de  continuité 

(  i  i  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II.  T.  III. 
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qui  forme,  comme  je  l'ai  démontré,  le  caractère  distinctif  des  fonc- 
tions développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant  les 
puissances  entières  et  ascendantes  d'une  ou  de  plusieurs  variables. 

Enfin,  de  l'analyse  dont  j'ai  fait  usage  pour  établir  le  théorème 
relatif  à  la  convergence  des  développements  des  fonctions,  on  peut 
aisément  déduire  l'extension  donnée  par  M.  Laurent  à  ce  théorème, 
et  l'on  reconnaît  ainsi  que  la  continuité  est  encore  le  caractère  dis- 
tinctif des  fonctions  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances entières,  positives  et  négatives  des  variables.  Comme  cette  der- 
nière proposition  peut  recevoir  un  grand  nombre  d'applications  utiles, 
il  importe  de  la  bien  préciser  et  d'entrer  à  ce  sujet  dans  quelques 
détails. 

Considérons  une  variable  imaginaire  x.  Elle  sera  le  produit  de  son 
module  par  une  certaine  exponentielle  trigonométrique  ;  et,  pour 
obtenir  toutes  les  valeurs  de  la  variable  correspondantes  à  un  module 
donné,  il  suffira  de  faire  croître  l'argument  de  cette  variable,  c'est- 
à-dire  l'argument  de  l'exponentielle  trigonométrique,  depuis  la  limite 
zéro  jusqu'à  une  circonférence  entière  2-,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  depuis  la  limite  —  -jusqu'à  la  limite  ir.  Si,  tandis  que  l'argu- 
ment varie  entre  ces  limites  et  le  module  entre  deux  limites  données, 
une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  x  reste  continue  par  rapport  à 
l'argument  et  au  module,  de  manière  à  reprendre  la  même  valeur 
quand  l'argument  passe  de  la  valeur  —  —  a  la  valeur  +  -,  cette  fonc- 
tion sera,  entre  les  limites  assignées  au  module,  ce  que  nous  appelons 
une  fonction  continue  de  la  variable  .v.  Cela  posé,  le  théorème  général 
sur  le  développement  en  série  des  fonctions  d'une  seule  variable  peut 
être  énonce  dans  les  termes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x 
sera  développable  en  une  série  convergente  ordonnée,  d'un  côté,  suivant 

les  puissances  entières  positives,  d'un  autre  côté,  suivant  les  puissances 
entières  négatives  de  v,  tant  que  le  module  de  X  conservera  une  râleur 
comprise  entre  deux  limites  entre  lesquelles  la  fonction  et  sa  dérivée  ne 
cesseront  pas  d'être  continues. 
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Ce  théorème  entraine  évidemment  le  suivant  : 

Théorème  II.  —  Une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x 
sera,  pour  une  valeur  donnée  du  module  de  x,  dèveloppable  en  une  série 
ordonnée,  d'un  côté,  suivant  les  puissances  entières  positives,  d'un  autre 
côté,  suivant  les  puissances  entières  négatives  de  la  variable,  si,  dans  le 
voisinage  de  cette  valeur,  la  fonction  et  sa  dérivée  restent  continues  par- 
rapport  à  x. 

Les  théorèmes  que  nous  venons  de  rappeler  peuvent  être  immédia- 
tement étendus  au  développement  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables. 

D'ailleurs  ces  théorèmes  ne  sont  pas  seulement  applicables  au  déve- 
loppement des  fonctions  explicites  d'une  variable  .r  :  ils  s'appliquent 
encore  au  développement  des  fonctions  implicites.  Mais  alors  se  pré- 
sente à  résoudre  un  nouveau  problème  :  il  s'agit  de  reconnaître  si, 
pour  un  module  donné  de  la  variable  x,  une  fonction  u  de  x,  déter- 
minée par  une  équation  entre  x  et  u,  reste,  avec  sa  dérivée,  continue 
par  rapport  à  x.  Or  ce  nouveau  problème  peut  être  effectivement 
résolu,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Supposons  que,  le  second  membre  de  l'équation  entre  x  et  u  étant 
nul,  le  premier  membre  renferme,  avec  x  et  u,  un  ou  plusieurs  para- 
mètres. Il  arrivera  souvent  que,  pour  une  valeur  particulière  de  l'un 
de  ces  paramètres,  une  racine  de  l'équation  résolue  par  rapport  à  // 
sera  évidemment  fonction  continue  de  x,  au  moins  tant  que  le  module 
de  x  restera  lui-même  compris  entre  certaines  limites.  Concevons 
maintenant  que  l'on  fasse  varier  par  degrés  insensibles  le  paramètre  a 
dont  il  s'agit,  et  supposons  que  le  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée reste,  du  moins  entre  certaines  limites,  fonction  continue,  non 
seulement  de  ce  paramètre,  mais  encore  de  x  et  de  u.  Enfin  admet- 
tons, pour  fixer  les  idées,  que  la  racine  en  question  soit  une  racine 
simple.  Alors,  par  des  raisonnements  semblables  à  ceux  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  le  Mémoire  sur  la  nature  et  les  propriétés  des 
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racines  d'une  équation  qui  renferme  un  paramètre  variable  (voir  le 
IIe  Volume  «les  Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique, 
p.  iii  et  suiv.)('),  on  prouvera  que  la  racine  en  question  variera 
généralement  avec  le  paramètre  a  par  degrés  insensibles,  en  restant 
fonction  continue  de  x,  jusqu'à  l'instant  où,  de  nouvelles  racines 
devenant  équivalentes  à  la  première,  l'équation  proposée  acquerra 
des  racines  égales.  D'ailleurs,  on  prouvera  sans  peine  qu'avant  cet 
instant  le  développement  de  //  suivant  les  puissances  entières  de  x  se 
trouvera  représenté  par  une  série  dont  le  module  ou  les  modules 
seront  inférieurs  à  l'unité,  et  l'on  peut  ajouter  qu'à  cet  instant  même 
les  dérivées  de  //,  prises  par  rapport  à  x,  deviendront  généralement 
infinies  à  partir  d'un  certain  ordre,  ce  qui  exige  alors  que  le  module 
ou  l'un  des  modules  du  développement  de  u  se  réduise  à  l'unité,  (les 
observations  fournissent  le  moyen  de  déterminer  en  général  le  module 
ou  les  deux  modules  de  la  série  qui  représente  une  fonction  implicite 
de  la  variable  x,  développée  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes, ou  même  suivant  les  puissances  entières  positives  et  négatives 
de  cette  variable. 

Dans  un  autre  Mémoire  j'appliquerai  les  principes  que  je  viens  d'é- 
tablir aux  séries  qui  représentent  en  Astronomie  les  développements 
des  fonctions  perturbatrices. 

\N  VI.YSE. 

§  I.  —  Formules  générales. 
Soit 

une  variable  imaginaire  dont  /•  représente  le  module  et  o  l'argument. 

Soit,  de  plus, 

f(^)  =  f(/-e?v,rT) 

une  fonction  de  x  qui  reste,  avec  sa  dérivée  ï\x),  continue  par  rap- 
port à  a?,  c'est-à-dire  par  rapport  an  module /et  à  l'argument  ip,  pour 

(»)  OEuvrei  de  CaUc/ir,  S.  Il,  T.  XII. 
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toutes  les  valeurs  du  module  r  inférieures  à  une  limite  donnée  R.  Soit 

enfin 

une  nouvelle  variable  imaginaire  qui  ait  pour  module  la  constante  R 
et  pour  argument  l'angle  variable  p.  On  aura,  en  supposant  /  <  R, 

puis  en  posant,  pour  abréger, 
ou  tirera  de  l'équation  (i) 

(  ■>,  )  f(x)  =  a0+  a{x  -+-  (7,.r'2  +  .  .  .  . 

Soit  maintenant  p  le  module  de  la  série 

a0,     alf     a  2,      •  •  • , 

c'est-à-dire  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles  converge,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  la  racine  rième  du  module  de  a„.  Le  mo- 
dule de  la  série 

(3)  a0,     axx,     a.2x-, 

sera  évidemment  représenté  par  le  produit 

et,  comme  ce  produit  exprimera  encore  les  modules  des  séries  compo- 
sées des  termes  que  l'on  obtiendra  en  dilïerentiant  une  ou  plusieurs 
fois  de  suite,  par  rapport  à  x,  les  divers  termes  de  la  série  (3);  comme 
d'ailleurs  une  série  est  toujours  convergente  et  offre  une  somme  finie, 
tant  que  son  module  reste  inférieur  à  l'unité,  il  est  clair  que,  si  la 
fonction  f'(a?)  ou  ses  dérivées  deviennent  infinies  pour  la  valeur  R  du 
module  /de  .r,  le  produit  p\\  devra  se  réduire  à  l'unité.  On  aura  donc 
alors 
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et  par  suite  la  série  (3)  aura  pour  module  =•  Alors  aussi,  pour/<  R, 

il  sera  facile  de  calculer  une  limite  supérieure  au  module  du  reste  de 
la  série  (3),  arrêtée  après  un  nombre  quelconque  de  termes. 

Désignons  maintenant  par  la  seule  lettre  //  la  fonction  i\x),  et  sup- 
posons que  n  soit  une  fonction  implicite  de  x,  qui  représente  une 
racine  simple  de  l'équation 

(4)  F(«,  x)  —  o. 

Enfin  concevons  que  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  renferme, 
avec  les  variables  x  et  u,  un  ou  plusieurs  paramètres,  et  que,  [tour 
une  certaine  valeur,  par  exemple  pour  une  valeur  nulle  du  para- 
mètre a,  la  racine  simple  u  de  l'équation  (4)  reste  fonction  continue 
de  x,  du  moins  tant  que  le  module  de  x  ne  dépasse  pas  une  certaine 
limite.  En  raisonnant  comme  à  la  page  1 13  du  IIe  Volume  des  Exercices 
d'Analyse  ('),  on  prouvera  que,  si  le  paramètre  a  vient  à  varier,  et  si. 
tandis  qu'il  varie,  le  premier  membre  de  l'équation  (4)  reste  fonction 
continue  de  x,  u  et  a,  la  racine  simple  u  restera  généralement  fonction 
continue  de  x,  jusqu'à  l'instant  où,  une  seconde  racine  devenant  égale 
à  la  première,  l'équation  (4)  acquerra  des  racines  multiples.  Soit  R  la 
valeur  du  module/-  pour  laquelle  une  seconde  racine  de  l'équation  (i) 
deviendra  égale  à  u.  Il  est  clair  que,  pour  cette  valeur  de  r,  et  pour 
une  valeur  correspondante  de  l'argument  o  de  la  variable  x,  on  aura 

1)„F(«,  x)  r=  o. 

Donc  alors  aussi  la  valeur  de  \)tu,  tirée  de  l'équation  (4),  et  déter- 
minée par  la  formule 

n  »  —  _  ï)-rF("'  ■r) 
'  D.F(af*)' 

deviendra  généralement  infinie.  Cette  démonstration  ne  serait  plus 
admissible,  si  la  valeur  de  x  qui  rend  une  seconde  racine  égale  à  //, 
réduisait  DxF(u,  x)  à  zéro.  .Mais  il  est  facile  de  s'assurer  qu'en  général 
[e  module  R  correspondant  à  cette  racine  rendrait  infinies,  à  partir 

(')  Œuvres  de  Cauchr,  S.  II.  T.  XII. 
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d'un  certain  ordre,  les  dérivées 

Dxu,    D>,     D>,     .... 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  le  module  de  la  série  qui 
représentera  la  fonction  u  développée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  x  sera  généralement 

R' 

Soit  maintenant 

une  fonction  de  x  qui,  avec  sa  dérivée  f '(x),  reste  finie  et  continue 

par  rapport  à  x,  pour  des  valeurs  du  module  /•  comprises  entre  les 

limites 

r  —  r0,         /=:R; 

cl  posons  simultanément 

y  =  r0  ef  iF7,         z  =  R  e''  v/rT. 

L'équation  (i)  devra  être  remplacée  par  la  suivante 

())  ((x)=—    /       dp /       -  -■      dp, 

2  77    I        Z  —  X     l  ■!  77    '  y  —  X 

et,  en  posant,  pour  abréger, 

on  tirera  de  l'équation  (5) 

(6)  l'(.r)  =  fl0+  <7,.r  4-  <72.r2  +  .  .  .  +  <7_,./— '  +  ,7  ..,.r-2  +  .  .  .  . 

On  pourra  d'ailleurs  supposer,  comme  ci-dessus,  que  //  représente  une 
racine  simple  d'une  certaine  équation  (4)  qui  renfermerait,  avec  les 
variables  a?  et  //,  un  paramètre  a.  Si,  pour  une  valeur  particulière  de 
ce  paramètre,  //  se  réduit  effectivement  à  une  fonction  continue  de  x, 
alors,  le  paramètre  venant  :i  varier,  //  ne  cessera  pas  d'être  fonction 
continue  de  x,  du  moins  entre  certaines  limites  de  r,  jusqu'à  l'instant 
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où,  nue  seconde  racine  de  l'équation  (4)  devenant  égale  à  //,  celle 
équation  acquerra  des  racines  égales,  delà  posé,  si  l'on  désigne  par  /„, 
H  les  limites  inférieure  et  supérieure  qu'atteint  le  module  r  quand 
une  seconde  racine  de  l'équation  (  4  )  devient,  par  suite  de  la  variation 
du  paramètre  a,  équivalente  à  la  racine  u,  alors,  en  raisonnant  comme 
dans  le  cas  précédent,  on  prouvera  que  les  deux  modules  de  la  série 


se  réduisent  généralement  aux  deux  rapports 

7'     R' 


S  II.  —     [pplications. 

Appliquons  maintenant  à  quelques  exemples  les  principes  établis 
dans  le  §  1,  et  d'abord  supposons  que  la  fonction  //  de  x  représente 

celle  des  racines  de  l'équation 

(  i  )  y.  ir  —  2  u  -+-  x  =  o 

qui,  pour  une  valeur  nulle  du  paramètre  a,  se  réduit  à 

u  —  1  r. 

Comme  le  premier  membre  de  l'équation  (j  )  est  une  fonction  toujours 
continue  des  variables  .r,  u  et  du  paramètre  a,  il  en  résulte  que,  si  ce 
paramètre,  cessant  d'être  nul,  acquiert  une  valeur  infiniment  petite, 
//  restera  fonction  continue  de  la  variables?,  au  moins  pour  des  valeurs 
finies  de  celle  variable.  Si,  le  paramètre  a  variant  encore,  son  module 
croit  de  plus  en  plus  par  degrés  insensibles,  //  ne  cessera  pas  d'être, 
pour  un  module  donné  de  la  variable  .r,  fonction  continue  de  celle 
variable,  jusqu'au  moment  où,  par  suite  de  la  variation  de  a,  une 
seconde  racine  u  de  l'équation  (  i  ),  devenant  égale  à  la  première,  véri- 
fiera, non  seulement  celle  équation,  mais  encore  l'équation  dérivée 

(2)  y.  u  —  i=o; 

OF.mres  de  C.  —  S.l,  t.  VIII.  !'> 
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par  conséquent,  jusqu'au  moment  où  l'on  aura,  en  vertu  des  équa- 
tions (i)  et  (2), 

(3)  a.x  —  1. 

Or,  comme  on  tirera  de  la  formule  (3) 


a  =  —  1  mod.  a 


et  réciproquement 


x  nioci.^- 


;r=-j  mod.x  = ; : 

a  1110a.  y. 


il  suit  de  cette  formule  que,  si  Ton  pose 

mou.  a 

u  restera  fonction  continue  de  x,  non  seulement  quel  que  soit  le  para- 
mètre a,  dans  le  voisinage  d'une  valeur  nulle  de  x,  mais  encore,  pour 
une  valeur  quelconque  de  ce  paramètre,  jusqu'au  moment  où  l'on 

aura 

mod.  a;  =  R. 

Donc,  en  vertu  des  principes  établis  dans  le  §  I,  celle  des  racines  de 
l'équation  (1)  qui  se  réduit  à  ~x,  pour  une  valeur  nulle  du  para- 
mètre a,  sera,  pour  un  module  r  de  x  inférieur  à  R,  dévcloppable  sui- 
vant les  puissances  ascendantes  et  entières  de  x  en  une  série  conver- 
gente, dont  le  module  se  réduira  au  rapport 

/• 
ÏT 

c'est-à-dire  au  module  du  produit  v.x.  On  vérifie  aisément  ces  conclu- 
sions en  commençant  par  tirer  de  l'équation  (1)  la  valeur  de  u  en  x, 
et  développant  la  valeur  ainsi  trouvée,  savoir, 

(  i\  )  u  =  1  —  y  1  —  ax, 

suivant  les  puissances  entières  el  ascendantes  de  x. 
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Concevons  maintenant  que  la  fonction  u  de  x  représente  celle  des 
racines  de  l'équation 

(  5  )  ue~*  V      "    —  jt  =  o 

qui  se  réduit  à  a-,  pour  une  valeur  nulle  du  paramètre  a,  et  supposons 
le  module  de  x  différent  de  zéro.  Le  premier  membre  de  l'équation  (5) 
sera  toujours  fonction  continue  de  a?,  a  et  u,  excepté  dans  le  voisinage 
d'une  valeur  nulle  de  u;  et  si  le  paramètre  a,  cessant  d'être  nul,  varie 
par  degrés  insensibles,  u  ne  cessera  pas  d'être  fonction  continue  de  x, 
jusqu'au  moment  où,  par  suite  de  la  variation  a,  une  seconde  racine  u 
de  l'équation  (5),  devenant  égale  à  la  première,  vérifiera,  non  seule- 
ment cette  équation,  mais  encore  l'équation  dérivée 

(6,  -  ;(«  +  ;)=»• 

Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'on  attribue  toujours  au  para- 
mètre a  une  valeur  réelle  et  positive.  Supposons  d'ailleurs  que  l'on  ne 
fasse  pas  croître  ce  paramètre  au  delà  de  l'unité.  Alors  l'équation  (6), 
résolue  par  rapport  à  u,  offrira  deux  valeurs  réelles  et  positives, 
inverses  l'une  de  l'autre.  Les  deux  valeurs  correspondantes  de  x, 
tirées  de  l'équation  (5),  seront  pareillement  deux  quantités  réelles 
et  positives  inverses  l'une  de  l'autre;  de  sorte  que,  en  désignant  la 
plus  petite  par  r0  et  la  plus  grande  par  R,  on  aura 

i 

ou 

R /•«=!, 

Cela  posé,  il  résulte  des  principes  établis  dans  le  $  I  que,  pour  une 
valeur  de  a  positive,  mais  inférieure  à  l'unité,  et  pour  un  module  r 

de  x  compris  entre  les  limites  R,  |t>  une  racine  de  l'équation  (5), 

savoir,  celle  qui  se  réduit  à  R  quand  a  s'évanouit,  sera  développable, 
suivant  les  puissances  entières,  positives  et  négatives  de  x,  en  une 
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série  convergente  dont  les  deux  modules  seront 

Wï    et     R" 

(les  mêmes  modules  se  réduiront  l'un  et  l'autre  à  la  fraction 

i 

r 

si  le  module  r  de  la  variable  x  se  réduit  à  l'unité. 


§  III.   —   Observations  relatives  aux  fonctions  discontinues. 

Les  formules  (i  i)  et  (5)  du  §  I,  dans  lesquelles 

(.)  «=.f(*) 

représente  une  fonction  explicite  ou  même  implicite  de  la  variable 
imaginaire 

(a)  x  =  re'^J-1 , 

supposent  que  cette  fonction  reste  continue,  par  rapport  au  module  /\ 
entre  les  limites  o  et  R,  ou  ru  et  R,  et  par. rapport  à  l'argument  o  entre 
les  limites  —  tc,  -h  t..  Elles  supposent,  par  suite,  non  seulement  que  // 
varie  par  degrés  insensibles  avec  le  module  o,  mais  encore  que  u 
reprend  la  même  valeur  quand  l'angle  m  se  trouve  augmenté  d'une 
circonférence  entière.  Si  cette  dernière  condition  cessait  d'être  rem- 
plie, les  formules  (i)  et  (5)  devraient  subir  des  modifications  que 
nous  allons  indiquer,  en  nous  occupant  seulement  de  la  formule  (5), 
qui  comprend  comme  cas  particulier  la  formule  (i). 

Supposons  u  déterminé  en  fonction  de  x  par  l'équation  (i)  ou  même 
par  une  équation  de  Ja  forme 

(3)  V{u,.t)—o. 
On  aura,  eu  égard  à  la  formule  (2), 

(4)  D*«=— L=Df«, 

/•V-i 
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el  l'on  peut  observer  qu'une  racine  m  de  l'équation  (3)  satisfera  géné- 
ralement à  la  condition  (4),  lors  même  que  cette  racine  ne  reprendrai! 
pas  les  mêmes  valeurs,  quand  on  fera  croître  l'argument  ç  d'une  cir- 
conférence. Ainsi,  en  particulier,  l'équation  (  \)  sera  satisfaite  si  l'on 
prend  [tour  u  la  racine 

(5)  «  =  I  /•-+-  9  V  —  ' . 

qui  vérifie  l'équation 

e"  —-  x, 

ou  la  racine 

_i    ?   - 
(G)  u  —  rme"1'      , 


qui  vérifie  l'équation 


U"'=  X, 


m  étant  un  nombre  entier  supérieur  à  l'unité.  Mais  ces  deux  racines, 
si  l'argument  o  peut  varier  depuis  la  limite  —  -  jusqu'à  la  limite  -f-  -, 
seront  des  fonctions  discontinues  de  0  et  par  conséquent  de  x,  attendu 
que  leurs  valeurs  seront  altérées,  quand  on  passera  de  la  limite  0  =  —  - 
à  la  limite  o  =  -. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction 

a  =  f(ar) 

el  sa  dérivée  relative  à  x  soient  des  fonctions  discontinues  de  x,  ana- 
logues à  celles  que  déterminent  les  formules  <  5),  (G),  c'est-à-dire 
des  fondions  dont  la  discontinuité  consiste  seulement  en  ce  qu'elles 
changent  de  valeurs  quand  on  passe  de  la  limite  o  =  —  t.  à  la  limite 
0  =  -.  Si  l'on  intègre  les  deux  membres  de  l'équation  (  '1  )  par  rapport 
à  ç  entre  les  limites  —  iz,  -,  et  par  rapport  à  rentre  les  limites r0,  R; 
alors,  en  écrivant  />  au  lieu  de  9,  et  ■<  au  lieu  de  r,  en  posant  d'ailleurs, 
pour  abréger, 

et  en  désignant  par 

l'accroissement  que  prend  le  facteur  u  quand  l'argument  o  passe  de  la 
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limite  —  -  à  la  limite  -h  ~,  on  trouvera 

r*  r*  rR  & 

(7)  /    t(*)dp-  /    Hy)dp=  /    7rft. 

Si  dans  cette  dernière  équation  on  remplace  f(s)  par  le  produit 

f(z.)-U.T) 
S  > 

on  obtiendra  une  formule  nouvelle,  analogue  à  l'équation  (5)  du  §  1. 
Cette  formule  nouvelle  sera 

<8)  tw^f^-J-fA)^.!, 


n  %  A 


la  valeur  de  A  étant 

(9)  A=-f 

'o 

Si,  pour  plus  de  simplicité,  on  écrit 

II,     v,     w 

au  lieu  de 

î(x),    f(7),    f(*)f 

alors  v,  w  seront  ce  que  devient  u  quand  on  pose  successivement 

r  =  r0,         r=\\, 

en  remplaçant  d'ailleurs  <p  par/?,  et  l'équation  (8)  se  présentera  sous 
la  forme 

(.o)  i(x)  =  —  f    -^-dp-—  f    -ZÎULdp-A, 

1  étant  toujours  déterminé  par  la  formule  (9). 

Il  importe  d'observer  que,  des  intégrales  comprises  dans  le  second 
membre  de  la  formule  (10),  la  première  peut  être  développée  suivant 
les  puissances  positives  de  la  variable  x,  et  la  seconde  suivant  les 
puissances  négatives  de  la  même  variable,  les  coefficients  des  diverses 
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puissances  étant  indépendants  du  module  r  aussi  bien  que  de  l'argu- 
ment o.  Quant  à  la  valeur  de  A,  on  peut  la  présenter  sous  la  forme 


(") 


u  «ii  dt       i    r  ''  &  a 


et  par  conséquent  la  décomposer  en  deux  intégrales  qui  soient  elles- 
mêmes  développables,  la  première  suivant  les  puissances  positives. 
la  seconde  suivant  les  puissances  négatives  de  co.  Mais,  dans  les  deux 
nouveaux  développements  ainsi  obtenus,  les  divers  coefficients,  en 
restant  indépendants  de  l'angle  z>,  deviendront  évidemment  fonctions 
du  module  r. 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose  la  fonction  u  déterminée  par  la 
formule  (5),  SL\  —  i  sera  l'accroissement  que  prendra  cette  fonction 
quand  on  fera  croître  o  de  la  circonférence  ?.-.  On  aura  donc 

■'»1  ^  —  1  =  2  71  y/  —  I  ,  i)\  =  2  77. 

Alors  aussi  on  tirera  de  la  formule  (5),  en  y  écrivant/»  au  lieu  de  ç>,  et 
remplaçant  r  par  r0  ou  par  R, 

c  ==  1  /•„  -+-  p  y  —  i ,         pf  =2 1 R  -+-  p  \j—i . 
Cela  posé,  l'équation  (io)  donnera 


puis  on  en  conclura,  en  intégrant  par  parties,  de  manière  que  le  fac- 
teur/) se  trouve  différence, 

(12)  lr  +  çv/=r;  =  iR  +  i(,  +  g)--i(I.+-2)-A, 

tandis  que  la  formule  (i  i  ),  réduite  à 

A 


~  J,.   l  ■+- x     J,.t  «-  -h  *  ' 
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donnera 

a      i/R-^-M      x(  x~\-r 


et,  par  suite, 


si  112©        si  ri  3  es 
=  — 2    sin<p ^-x  h s-1— ...     V— »■ 


Or,  eu  égard  à  la  dernière  formule,  on  tirera  de  l'équation  (12),  pour 
toutes  les  valeurs  de  ç  comprises  entre  les  limites  —  -,  -f-  tc, 

,   ..  1  .  sinacp       sin3o 

(  1  '|  )  -  O  =  Slll  O ■ H s—1 •  •  • , 

2  2  3 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  une  équation  déjà  connue. 


244. 

Analyse  mathématique.   —  Rapport  sur  une  Note  de  M.  Cellérier 
relative  à  la  théorie  des  imaginaires. 

C.  H.,  T.  XVIII.  p.  168  (29  janvier  iK',  j  ». 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Liouville  et  moi,  de  lui  rendre 
compte  d'une  Note  de  .M.  Cellérier,  relative  à  la  théorie  des  imagi- 
naires. Le  théorème  que  l'auteur  établit  dans  cette  Note  pouvant  être 
l'oit  utile  dans  les  recherches  d'Analyse  et  de  Calcul  intégral,  nous 
avons  pensé  qu'il  serait  convenable  d'en  donner  ici  une  idée  en  peu 
de  mois. 

L'un  de  nous  a  remarqué,  dans  le  XIX''  Cahier  du  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique  (p.  56^)  ('),  que,  f{x)  étant  une  fonction  donnée  de  la 

(')  Œuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  1. 
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variable  réelle  x,  une  expression  imaginaire  de  la  forint1 

/<  x  -  v\    -  l) 

se  trouverait  suffisamment  définie,  si  on  la  considérait  comme  l'inté- 
grale 9  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

])yo  =  \)xo  \  —  i , 

cette  intégrale  étant  assujettie  à  vérifier,  pour  une  valeur  nulle  de  y, 

l'équation  de  condition 

op      f{x). 

C'est  en  adoptant  cette  définition,  et  en  s'appuvant  sur  le  théorème 
général  relatif  à  la  convergence  du  développement  d'une  fonction  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  d'une 
variable  «r,  que  M.  Cellérier  a  établi  le  nouveau  théorème  dont  nous 
transcrivons  ici  l'énoncé  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

Théorème.  —  f(x)  étant  une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  x,  si 
l'on  a,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  cle  x, 

/{x)  =  o, 

on  aura  encore,  pour  des  valeurs  réelles  de  x  et  de  y, 

/(  ./•-+-  v\  -i)  =  o, 

tant  que  la  variable  y  conservera  une  valeur  numérique  inférieure  à  la 
plus  petite  de  celles  pour  lesquelles  la  fonction  f  x  ■+- y  \  i  ou  sa 
dérivée  de  premier  ordre  cessera  d'être  finie  et  continue.  Par  suite,  quand 
on  fera  croître  la  valeur  numérique  de  v,  en  laissant  .r  constant,  la  fonc- 
tion f{x  -h  v\  -  i  »  ne  cessera  point  d'être  nulle  sans  devenir  infinie  ou 
indéterminée. 

Dans  des  additions  jointes  à  sa  Note,  .M.  Cellérier,  en  donnant  plus 
de  rigueur  à  la  démonstration  de  son  théorème,  a  montré  sons  quelles 
conditions  il  subsiste,  et  indiqué  le  cas  où  il  pourrait  devenir  inexact. 

Appliquée  à  la  théorie  des  intégrales  définies,  la  proposition  énoncée 
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102  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

par  M.  Cellérier  fournit  le  moyen  d'étendre  des  formules  établies  pour 
dos  valeurs  réelles  de  certains  paramètres  au  eas  où  ces  paramètres 
deviennent  imaginaires.  On  reconnaît  ainsi  que  les  formules  sub- 
sistent généralement,  tandis  qu'on  fait  varier  les  paramètres,  jus- 
qu'au moment  où  les  intégrales  deviennent  infinies  ou  indéterminées, 
ce  qui  s'accorde  avec  des  observations  faites  par  l'un  de  nous,  dans  le 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires (p.  34  et  4°)  (')'  ct  dans  le  XVIIe  Tome  des  Annales  de 
M.  Gergonne  (p.  120  et  127)  (2),  relativement  à  diverses  formules 
qui  fournissent  les  valeurs  de  certaines  intégrales  définies. 

En  résumé,  les  Commissaires  pensent  que  la  Note  de  M.  Cellérier 
est  digne  d'être  approuvée  par  l'Académie  et  insérée  dans  le  Recueil 
des  Savants  étrangers. 


245. 

Calcul  intégral.    —    Mémoire  sur  les  valeurs  moyennes  des  fonctions. 

C.  H.,  T.  XVIII,  p.  558  (  r"  avril  1844). 

Soient 

x  =  reW-1 

une  variable  imaginaire  dont  r  désigne  le  module,  et 

f(.r) 

une  fonction  réelle  ou  imaginaire  de  x  qui  reste  continue  par  rapport 

ii  /•  et  à  p,  pour  toutes  les  valeurs  de  r  comprises  entre  deux  limites 

données 

/■  —  /■„        /—/„. 

Enfin,  soit  S  la  valeur  moyenne  de  f(a?).  On  aura 

•  1  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  XV. 
ïbid.,  S.  Il,  T.  II. 
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et,  en  vertu  d'un  théorème  que  j'ai  démontré  dans  la  9e  livraison  des 
Exercices  d'Analyse  et  de  Physique  mathématique  ('),  cette  valeur 
moyenne  -S  restera  la  même  pour  toutes  les  valeurs  du  module  r 
comprises  entre  les  limites  r,  ry.  Mais  il  peut  arriver  que  la  valeur 
moyenne  S  de  la  fonction  f(.r)  vienne  à  varier  quand  on  suppose 
précisément  r  —  r,  r=  ry.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 
Supposons  d'abord,  pour  fixer  les  idées,  que  la  fonction  ï(.r) 
devienne  discontinue  en  devenant  infinie,  quand  on  y  pose  préci- 
sément 

el 

xt  désignant  tout  à  la  Ibis  une  valeur  particulière  de  .r  dont  le  module 
soitr,  et  une  racine  simple  de  l'équation 

(■'■) 


Alors,  en  vertu  des  principes  du  calcul  des  résidus,  on  aura,  pour  une 
valeur  de /•  comprise  entre  les  limites  r  =  r#,  r=ru, 

f   f(  r,  e"  V   '  J  dp  —  f  f  (  reP  V   '  I  dp  -  r.  £  '  '  '  - '  '  ' , 
le  signe  f  étant  relatif  à  la  seule  racine  xt  de  l'équation 


é)=°- 


En  d'autres  termes,  on  aura 


./ 


1  -   -  In  ./m 
j     f(r,epv    x)dp    ,j     Urei'S    >)dp-   k£      ^   -  '-y- • 

Donc,  par  suite,  tandis  ([lie  le  module  r  passera  d'une  valeur  plus 
grande  que  /',  à  la  valeur  r,  la  valeur  moyenne -s  de  la  fonction  i'(.r) 
se  trouvera  diminuée  de  la  moitié  du  résidu 

1  1  1  Œuvres  de  Cauc/ir,  S.  II.  T.  XIV. 
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Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  prend 

(x  —  i)(x  —  z) 

on  verra  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  ï(x)  se  réduire,  pour  un 
module  de  x  compris  entre  les  limites 

a  la  quantité  -+-  i ,  et  pour  le  module  i  de  x,  à  la  quantité 
1-4  r 


2  i^ ,r{.r  —  r)  {x  —  2) 

Supposons  en  second  lieu  que  la  fonction  i(x)  devienne  discontinue 
en  devenant  infinie  quand  on  y  pose 

r  —  r, 

el 

x  =  xuf 

xt  désignant  tout  à  la  Cois  une  valeur  particulière  de  x  dont  le  module 
soit  r  ,  et  une  racine  simple  de  l'équation  (2).  Alors,  en  raisonnant 
toujours  de  la  même  manière,  on  prouvera  que  la  valeur  moyenne  S 
de  la  fonction  f(a?)  se  trouve  généralement  augmentée  de  la  moitié  du 

résidu 

tandis  que  le  module  r  passe  d'une  valeur  plus  petite  que  ru  à  la 
valeur  ru. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  xt  ou  xt/  représentait 
une  racine  simple  de  l'équation  (2).  Alors  le  résidu  (3)  ou  (4)  n'est 
autre  chose  que  la  véritable  valeur  du  produit 

(5)  (>- 5)  !•(*•), 

correspondante  à  »       r,  ou  la  véritable  valeur  du  produit 

(i-5)f(*)» 
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correspondante  à  x  =  xu.  Mais  il  peut  arriver  que,  xt  étant  une  racine 
de  l'équation  (2),  la  valeur  .r  de  x  rende,  par  suite,  la  fonction  f(a?) 
intinie,  et  réduise  en  même  temps  à  zéro  le  produit  (5).  C'est,  en  effet, 
ce  qui  aura  lieu  si  l'on  suppose,  par  exemple, 

(7)  «.)=  "''■'', 


l'exposant  ij.  étant  réel  et  non  supérieur  à  l'unité,  et  F(ir)  désignant 
une  fonction  qui  conserve  une  valeur  finie  pour  x  —  xt.  Or,  comme 
dans  ce  cas  le  produit  (5)  s'évanouira  pour  x  =  xr,  il  est  naturel 
de  penser  qu'alors  la  valeur  moyenne  ,s  de  la  fonction  i\x)  restera 
invariable,  tandis  que  le  module  r  de  x  passera  d'une  valeur  pins 
grande  que  r  à  la  valeur  rr  Pour  transformer  cette  conjecture  en  cer- 
titude, il  sulïit  d'observer  que,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties, 
on  tirera  de  la  formule  (1),  jointe  à  la  formule  (7), 

(8)  S=-  f   x(i-   -Y   ll,\)x[x¥(x)]dp, 

air(i-fi)*,  J_%    \         *)  L  J    ' 

et  que  cette  dernière  valeur  de  S  se  réduit  à  une  fonction  de  r  qui 
reste  généralement  finie  et  varie  par  degrés  insensibles,  tandis  que  r 
varie  entre  les  limites  r=ru,  r—ri%  de  manière  à  pouvoir  même 
atteindre  la  limite  /; . 

Pareillement,  si  xir  est  une  racine  de  l'équation  (2),  mais  non  une 
racine  simple,  la  valeur  xa  de  x  pourra  tout  à  la  fois  rendre  la  fonc- 
tion f(ic)  infinie  et  réduire  à  zéro  le  produit  (6).  C'est  ce  qui  aura 
lieu,  par  exemple,  si  l'on  suppose 

19)  <M  =  -T^ 

I  —  — 

l'exposant  v  étant  réel,  mais  supérieur  ii  l'unité,  et  F(x)  désignant 
une  fonction  qui  conserve  une  valeur  finie  pour  x  =  xr  Or.  comme 
dans  ce  cas  le  produit  (6)  s'évanouira  pour  x  =  r;/,  il  est  naturel  de 
penser  qu'alors  la  valeur  moyenne  -s  de  la  fonction  f(a?)  restera  inva- 


106  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADEMIE. 

riable,  tandis  que  le  module  r  de  .r  passera  d'une  limite  plus  petite 
que  ru  à  la  valeur  ru.  Pour  transformer  cette  conjecture  en  certitude, 
il  suffira  d'observer  que,  à  l'aide  d'une  intégration  par  parties,  on 
tirera  de  la  formule  (i),  jointe  à  la  formule  (8), 


[O 


271(1 


T>L<-ïr*-m+ 


il  que  cette  dernière  valeur  de  S  se  réduit  à  une  fonction  de  r  qui 
reste  généralement  finie  et  varie  par  degrés  insensibles,  tandis  que  r 
varie  entre  les  limites  r  =  rt,  r  —  rr/,  de  manière  à  pouvoir  même 
atteindre  la  limite  rlt. 

Lorsque  la  fonction  f(a?)  est  de  l'une  des  formes  déterminées  par 
les  e(|iiations  (  7  ),  (9),  alors,  en  posant 

(11)  y  =  r,eP>~1,         s  =  r„eP^, 

on  trouve 

^  —  71  ^  —  71  •■■ 

non  seulement  pour  un  module  r  de  x  compris  entre  les  limites  /•  =  rf, 
r  =  ru,  mais  encore  pour  l'une  des  valeurs  /"  — r,  r  =  ru.  Si  la  fonc- 
tion ï(.r)  était  à  la  fois  des  deux  formes  déterminées  par  les  for- 
mules (7)  et  (9),  la  formule  (12)  subsisterait  pour  r  -rt  et  pour 
r  =  ru.  Admettons  cette  dernière  hypothèse;  alors  on  aura,  même 
pour  /■      /■  et  pour  r~  r  , 

03)  f(  x)  --  a0+  ayx  -+-  f/2.r--i-.  .  .  -+-  a_,^_l  -t-  a^tx~t->r.  .  ., 

les  valeurs  de  a„  et  de  a_n  étant 


,, 


)  >    r* 

f  a_„—  /       v"    l'i  y)  <//'■ 

1  "~  ■'    r.' 

Alors  aussi  les  deux  modules  de  la  série  qui  représente  le  dévelop- 
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pement  de  f(#),  et  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  les  deux  sens, 
seront 


et  Ton  déduira  sans  peine  des  formules  (r4)  deux  limites  supé- 
rieures aux  modules  des  coefficients  a„  et  a_tt.  Par  suite,  on  déduira 
aisément  des  formules  (i3)  et(i4)  deux  limites  supérieures  aux  mo- 
dules des  restes  qu'on  obtient  quand  on  supprime,  dans  la  série  que 
renferme  le  second  membre  de  la  formule  (i3),  les  termes  dans  les- 
quels les  puissances  de  x  ou  -  sont  d'un  degré  supérieur  à  un  nombre 
entier  donné. 

Il  est  bon  d'observer  que,  sans  altérer  les  valeurs  de  aa,  <z_„  four- 
nies par  les  équations  (i4)i  en  pourra  généralement  y  supposer  les 
valeurs  di*  y,  :■  déterminées,  non  plus  par  les  formules  (ri),  mais  par 
les  suivantes  : 

(i5)  y  —  -r,<W-',         z  =  .z^c'W-1. 

Considérons,  en  particulier,  la  valeur  de  «_„  fournie  par  la  seconde 
des  formules  (  i\).  Eu  égard  aux  équations  (7)  et  (ij),  cette  formule 
donnera 

a_„  =  ■ —  /     e'W-'  — K—i — f-  dp, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

■>■'.'    f*  [V'''vrTF(>r,<W~)       e-nPy/~i  F^e-W^Yj 


ou  bien  encore 

(16)  a  „  -     _    /     $ 


dp 


(à  suif)* 
la  valeur  de  $  étant  déterminée  par  l'équation 

,7)    2$  .  J>    •''    H'    îF(«,i»F)  +  r[f'|,(ï    p)lv    'Ff^n  ï). 
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Or,  si  Ton  nomme  P  le  module  maximum  maximorum  de  l'expression 

il  est  clair  que,  en  vertu  de  la  formule  (17),  le  module  de  l'expression 
imaginaire  $  sera  inférieur  à  P,  et  que,  en  vertu  de  la  formule  (  16),  le 
module  de  a_„  sera  inférieur  au  produit 

(18)  r?V    F*       dp 


J      (W)' 


Les  principes  que  nous  venons  d'exposer  peuvent  être  facilement 
appliqués  à  la  détermination  de  limites  supérieures  aux  restes  de  la 
série  qu'on  obtient  quand  on  développe  le  rapport  de  l'unité  à  la  di- 
stance  mutuelle  de  deux  planètes,  suivant  les  puissances  entières  de 
l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour  argument  l'anomalie  ex- 
centrique, et  même  l'anomalie  moyenne.  C'est  ce  que  nous  explique- 
rons dans  un  prochain  article. 


246. 

Astronomie.         Nouveau  Mémoire  sur  le  calcul  des  inégalités 
des  mouvements  planétaires. 

C.  R.,  T.  XVIII,  p.  625  f  8  avril  1844). 

On  sait  que  le  calcul  des  inégalités  des  mouvements  planétaires  a 
pour  base  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  une  série 
de  termes  proportionnels  aux  puissances  entières,  positives,  nulle  el 
négatives,  des  exponentielles  trigonométriques,  dont  les  arguments 
sont  les  anomalies  moyennes  des  planètes.  On  sait  encore  que,  dans  la 
fonction  perturbatrice,  la  partie  dont  le  développement  offre  des  diffi- 
cultés sérieuses  es!  la  partie  réciproquement  proportionnelle  ;i  la  di- 
stance  mutuelle  des  deux  planètes  que   l'on   considère.   Or,  en  s'ap- 
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puvant  sur  une  remarque  faite  dans  un  précédent  Mémoire  {voir  la 
page  3i8  du  Tome  XIII  des  Comptes  rendus)  ('),  et  relative  à  cer- 
taines propriétés  des  fonctions  entières  et  réelles  des  sinus  et  co- 
sinus d'un  même  angle,  on  peut  aisément  développer  le  rapport  de 
l'unité  à  la  distance  de  deux:  planètes  en  une  série  de  termes  propor- 
tionnels aux  puissances  de  l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour 
argument  l'une  des  anomalies  excentriques,  et  même  l'une  des  ano- 
malies moyennes,  dette  simple  observation  sert  de  fondement  à  la 
méthode  nouvelle  que  je  propose  pour  le  calcul  des  inégalités  des 
mouvements  planétaires,  et  qui  me  paraît  offrir  des  avantages  assez 
considérables  pour  mériter  de  fixer  un  moment  l'attention  des  géo- 
mètres. Je  me  bornerai  d'ailleurs  à  donner  dans  ce  Mémoire  une  idée 
générale  de  mes  nouvelles  recherches,  que  je  reproduirai  avec  plus  de 
détails  dans  les  Exercices  cl  Analyse  et  de  Physique  mathématique. 

Le  premier  paragraphe  du  Mémoire  sera  relatif  à  des  notions  préli- 
minaires. Il  aura  pour  objet  la  décomposition  d'une  fonction  réelle  et 
entière  des  sinus  et  cosinus  d'un  même  angle  en  facteurs  simples  dont 
chacun  soit  linéaire  par  rapport  à  l'exponentielle  trigonométrique  qui 
offre  un  argument  égal,  au  signe  près,  à  l'angle  donné.  Dans  le  second 
paragraphe,  je  montrerai  comment  on  peut  décomposer  en  facteurs  de 
cette  espèce  le  carré  de  la  distance  mutuelle  de  deux  planètes.  Enfin, 
dans  les  paragraphes  suivants,  je  développerai  en  série  le  rapport  de 
l'unité  à  cette  même  distance. 

^  I.  —  Décomposition  d'une  fonction   réelle  et  entière  des  sinus  et  cosinus 
d'un  même  angle  en  facteurs  simples. 

Soit 
(i)  u  —.  {(cosp,  sin/?) 

une  fonction  réelle  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'angle  p.  Si  l'on  pose 

tang|  =  f, 

(«)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  VI.  p.  281. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  Mil.  22 


170  COMPTES   RENDUS  DE  L'ACADÉMIE, 

on  aura 

(  2  )  ii  =  M 1  '  ■ ;  ; 

et,  comme  en  conséquence  u  sera  encore  une  fonction  réelle  de  /,  l'é- 
quation 

(3  )  u  =  o, 

résolue  par  rapport  à  /,  ne  pourra  offrir  une  racine  imaginaire  et  finie 
de  la  forme 

p  désignant  une  quantité  positive,  et  <p  un  arc  réel,  sans  offrir  une 
seconde  racine  imaginaire  conjuguée  à  la  première,  et  de  la  forme 


t  —  orïv'-1 


Soit  maintenant 


on  aura  encore 


(4) 

et,  à  deux  valeurs  de  t,  de  la  forme 

(5)  tz=.oeVl~l,         t  —  pe--^~', 

correspondront  deux  valeurs  de  s,  de  la  forme 


S  : 


I_peW-iy/_  ,  I_pe-?v'-i  i/—  i 

Or,  comme  l'une  de  ces  deux  valeurs  de  .v  et  l'inverse  de  l'autre 
seront  évidemment  deux  expressions  imaginaires  conjuguées,  elles 
pourront  rire  réduites  aux  formes 

(6)  5  =  ae0(v'-',        s  =  -e<*\F», 

a  désignant  une  quantité  positive  et  a  un  arc  réel. 
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Si  l'angle  o  so  réduisait  à  zéro  ou  à  -,  alors  la  valeur  do  /  fournie 
par  chacune  des  équations  (5)  se  réduirait  à  la  valeur  réelle 

t  —  ±  p, 

qui  pourrait  être  une  racine  simple  de  l'équation  (3);  et  à  cette  ra- 
cine correspondrait  une  seule  valeur  de  s  déterminée  par  la  formule 

(7)  s  =  e*f=i, 

le  module  a  se  trouvant  réduit  à  l'unité. 

De  ces  remarques  on  déduit  généralement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Etant  donnée  une  fonction  réelle  u  des  sinus  cl  cosinus 
de  l  angle  p,  si  l'on  pose 

s  =  eP^~ , 

les  racines  finies  de  l'équation 

u  —  o, 

résolue  par  rapport  à  s,  seront,  ou  des  racines  dont  les  /nodules  se  rédui- 
ront à  l'unité,  ou  des  racines  qui,  prises  deux  à  deux,  offriront,  avec  un 
même  argument,  deux  modules  inverses  l'un  de  l'autre.  En  d'autres 
termes,  les  racines  finies  de  l'équation 

II  —  o 

seront  de  la  forme 

ou,  prises  deux  à  deux,  elles  seront  de  la  forme 

a 
a  désignant  une  quantité  positive  et  a  un  arc  réel. 

Il  est  bon  d'observer  que,  des  deux  modules  a,  r>  le  premier,  a, 
peut  être  supposé  le  plus  petit,  et  qu'alors  on  a  nécessairement 

(8)  a<.. 

Concevons  à  présent  que  //  représente  une  fonction  entière  des 
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sinus  et  cosinus  de  l'angle  p,  et  nommons  m  le  degré  de  cette  fonction 
par  rapport  à  ces  sinus  et  cosinus.  En  vertu  de  l'équation  (4),  u  sera 
évidemment  de  la  forme 

(9)  M  =  ^' 

-S  désignant  une  fonction  entière  de  s,  du  degré  im\  et,  en  vertu  du 
théorème  I,  s  sera  le  produit  d'une  constante  réelle  ou  imaginaire  par 
des  facteurs  linéaires  dont  chacun  sera  de  la  forme 

ou  par  des  facteurs  linéaires  qui,  pris  deux  à  deux,  seront  de  la  forme 

(io)  .v  —  ae*\/:r\     s—  -e*^. 

a 

Si  u  ne  peut  s'évanouir  pour  aucune  valeur  de  s  dont  le  module  soit 
l'unité,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  aucune  valeur  réelle  de 
l'angle/?,  tous  les  facteurs  linéaires  seront  de  la  forme  (io);  et,  comme 
on  a  identiquement 

il  est  clair  que,  dans  l'hypothèse  admise,  la  fonction  u  sera  le  produit 
d'une  certaine  constante  k  par  des  facteurs  qui,  pris  deux  à  deux, 
seront  de  la  forme 

(n)  i  —  nse-*^,     i  — -W". 

s 

On  aura  donc  alors 

(12)    w  =  k(i  —  &se-*yFi)(i—  -e«\FïVi  — bse-6NFî)('i-  -e«/=ïV.., 

a,  h,  ...  désignant  des  modules  inférieurs  à  l'unité,  et  a,  €,  ...  des 
arcs  réels.  D'ailleurs,  en  vertu  de  l'équation 

S  —  t'I'  f^ . 
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tout  produit  de  la  forme 

(i  —  awr-*/1»)  (i—  -e*^1) 

se  réduit  à  un  trinôme  de  la  forme 

i  —  2a  cos(/>  —  x)  -+-  a2, 

et  par  conséquent  à  une  quantité  qui  ne  peut  être  que  positive  ou 
nulle,  pour  une  valeur  réelle  de  l'angle/?.  Donc,  si  la  quantité  u  reste 
positive  pour  tontes  les  valeurs  réelles  de/?,  la  constante  k  renfermée 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (12)  devra  elle-même  être  posi- 
tive. On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Thkohkme  II.  —  Si  une  fonction  réelle  et  entière  u  des  sinus  et  cosinus 
d'un  certain  angle  p  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  cet 
angle,  et  si  l'on  prend  d'ailleurs 

on  aura 

u  =  k(i  -  ase-*^)  (1—  -e«^  (1  —  b«HW=ï)  (,_  -&V=*\.  . ., 

a,  b,  ...  désignant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité,  k  une  quantité  posi- 
tive, et  a,  6,  ...  des  arcs  réels. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

(i3)  u  =  X  -+-  2i)î>cosp  +  aGsin/;, 

Je,  ift>,  G  étant  des  coefficients  réels  dont  le  premier  soit  positif  et  vé- 
rifie la  condition 

(i4)  ^>4(il!)'+e'). 

Alors,  pour  des  valeurs  réelles  de  l'angle  p,  la  valeur  de  //  sera  tou- 
jours positive;  et,  en  posant 

s  —  eW-' , 

on  trouvera 

1  1 

s  h —  s 

s  s 

cos/>  = 5  sin/> 


2  \J —  1 
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par  conséquent 

(i5)  u  =  X  +  (ift>  —  2  v/— ~*)s  +  ( *  +  ©  V^— »  )  -  • 

Alors  aussi  l'équation  (12)  sera  réduite  à 

(16)  „  — k(i  —  a*?-<x^:ï)(i—  -ea^Y 

Or,  des  formules  (i5),  (16)  comparées  entre  elles,  on  tirera 

(17)  k(i-+-a»)  =  Jp, 

et  par  suite  la  formule  (16)  pourra  être  réduite  à 

(18)  «=  — !?f_(i_  iser*^)!  1—  -c«iFï). 

Ainsi  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —Nommons  u  une  fonction  réelle  et  linéaire  de  cosp  et  de 
smp,  qui  conserve  une  valeur  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  p, 

en  sorte  qu'on  ait 

u  =  x  -+-  2  \\\j  cosp  4-2  2  sinp, 

X,  i)ï>,  S  désignant  trois  coefficients  réels  dont  le  premier  soit  positif  et  vé- 
rifie la  condition 

d>2>4(iii,2+  £2). 

On  aura  encore 

U       :^-(,_a.9eW^)(,-  Vv/^Y 

a  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  et  a  ////  arc  réel. 

Corollaire.  —  Pour  déterminer  a  et  a,  il  suffit  d'observer  que  la  com- 
paraison des  formules  (i5),  (16)  fournil,  avec  I'équalion  (17),  les 
deux  suivantes 

-  kae-"^  =  m.  —  £  ifZ 7,         -  kae*^1      iib  +  £  \/=i , 


r» 

2 
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desquelles  on  tire,  non  seulement 

m,  +  2  v/z 

et,  par  suite, 

(19)  cosa  =  - j->  sina  = , 

(ifei+S')»  (iiï.2n-  32)2 

mais  encore 

et  par  suite,  eu  égard  à  l'équation  (17), 

I  C/V> 


(  20  )  a 


a 


(-05,*+©*)* 


Comme,  eu  égard  à  la  condition  (i4)>  le  second  membre  de  la  for- 
mule (20)  surpasse  le  nombre  2,  il  est  clair  que  cette  formule  four- 
nira, ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre,  une  valeur  réelle  de  a. 
Supposons  maintenant 

(21)  u  —  X  -+-  2 ii!>  cos/?  +  23  sin/>  -+-  4®cos2y;, 

v,  tfb,  8,  cD  étant  des  coefficients  réels,  tellement  choisis  que  la  fonc- 
tion //  conserve  toujours  une  valeur  positive.  Alors,  en  prenant 

on  aura 

(22)  «  =  .1,  -h  ( ni.  —  Z  y/117»)*  +  (  »ï>  +  8  v/— ')-  +  ©  (•v  +  -  )"» 
et  l'équation  (12)  deviendra 

(23)  «  =  k(i  —  a.9e-av^)n_  -eav/=7\(,_  bse-6/=ï)  (  1  —  -e6v    '  ), 

a,  b  désignant  des  nombres  inférieurs  à  l'unité,  k  une  quantité  posi- 
tive, et  a,  6  deux  arcs  réels.  Or,  des  formules  (22),  (23)  comparées 
entre  elles,  on  tirera 

(24)  dO  =  kabe-<a+6)v^î=  kabe'^6^. 
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Si  le  coefficient  (D  est  positif,  la  formule  (24)  donnera 

kab  =  (D,         k  =  -p 
ab 

et 

e(a+6)V-i  — 1, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

e6v/rr=_e_av/rî> 

Donc  alors  la  formule  (23)  sera  réduite  à 

(25)  it  =  ^ (1  —  ase-«^)  (  1  —  -ea^(i  —  bW37)^—  -e-asPM. 

Ainsi  l'on  peut  énoncer  la  proposition  suivante  : 
Théorème  IV.  —  Soit 

u  =  X  -+-  2i)î>  cos/>  -+-  2  8sin/>  +  4®  cos2/?, 

X,  ik,  G,  (D  désignant  quatre  coefficients  dont  le  dernier  ffi  soit  positif  .  Si 
la  valeur  précédente  de  u  reste  elle-même  positive  pour  toutes  les  valeurs 
réelles  de  l'angle  p,  on  aura 

a  =  ^.(1-  ase-*yFï)  /,  _  Vv/^)  (1  -  bse»^)  (1  -  **"*=*), 

a,  b  désignant  des  modules  inférieurs  à  l'unité  et  a.  un  arc  réel. 
Corollaire.  —  Si,  dans  l'hypothèse  admise,  on  pose 

(26)  n  — ae»^,         b=-eav'=î,         c  =  be-*'f-',         b  =  ie-«\Fï, 
les  quatre  lettres 

n.     b,     r,     & 


•»      v>     •» 


représenteront  les  quatre  racines  finies  de  l'équation 

«  =  o, 
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qui,  en  vertu  de  la  formule  (22  ),  deviendra 

I  >-  1  <0(.v2  H-  1  )2+  (  il»,  —  S  V'^)53+  do52+  (i!ï>  +  3  \/=r~i).Ç  7=  o 

OU 


,l|,_Sv-i    ,       /  -V.  v   .       ift,  +  Gy/—  1 


ni.  _, 

S  +  I=  O. 


(a8)  ^-t-*-^-!^         /  a  +  g\j.     , 

Ajoutons  (jne  l'on  pourra  déterminer  ces  quatre  racines,  soit  en  appli- 
quant à  la  résolution  de  l'équation  (  27)  l'une  des  méthodes  connues, 
soit  en  opérant  comme  il  suit. 

En  vertu  des  formules  (26),  les  trois  sommes 

ub  +  ci),     ac  -+-  bit,     où  -+-  bt 

se  réduiront  évidemment  aux  trois  suivantes  : 

1        a       h 

2COsa,      ab  H r>      rH 

al)        h        a 

Donc  ces  trois  dernières  sommes  seront  les  trois  racines  réelles  d'une 
équation  auxiliaire  qu'il  est  facile  de  former.  En  résolvant  cette  équa-' 
lion  auxiliaire  et  posant,  pour  abréger, 


on  reconnaîtra  que,  pour  obtenir  les  trois  sommes 

/  )  a        h  1 

10  )  2  cosa,     .    h — >      al»  —     ,  1 

I)        a  al* 

il  sulïit  de  ranger  par  ordre  de  grandeurs  les  trois  quantités 

O          •.                           O  —  27Î                                                  2  7T 
(3l|  /     ~20C0S^>       A4-2PC0S  ,         >       ÀH     2PCOS-3 

D'ailleurs,  les  sommes  (3o)  étant  connues,  on  en  déduira  sans  peine 

CF.uurcs  de  C '.       S.l,   l.  VIII.  '  i 
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los  valeurs  de 

a        t 

a,      =-'      an, 

Ij 

et,  par  suite,  les  valeurs  de  a  et  b. 

§  II.  —  Sur  la  distance  mutuelle  de  deux  planètes,  considérée  comme  fonction 
des  exponentielles  trigonométriques  qui  ont  pour  arguments  les  anomalies 
moyennes. 

Nommons 

m,  m'  les  masses  de  deux  planètes; 
t  leur  distance  mutuelle; 

0  leur  distance  apparente,  vue  du  centre  du  Soleil: 

1  l'inclinaison  de  leurs  orbites. 

Soient  de  plus,  pour  la  planète  m,  et  au  bout  du  temps  /, 

r  la  distance  au  centre  du  Soleil; 

p  la  longitude; 

']>  l'anomalie  excentrique. 

Enfin  soient,  dans  l'orbite  elliptique  de  la  planète  m, 

a  le  demi  grand  axe; 
i  l'excentricité; 
ht  la  longitude  du  périhélie  ; 

II  la  distance  apparente  du  périhélie  à  la  ligne  d'intersection  des 
orbites  elliptiques  de  m  et  de  ni . 

On  aura 
(0  /•  —  a{\  —  £  COSip), 

«»(/>-•)=    5~i    JL,        rin(/>-»)=(l-,')isi^ 
i    -scos^  r  i  — ecosip 

et,  si  l'on  accentue  chacune  des  lettres 

r,     />,      l|/,      r/.      S,      m,      II, 
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quand  on  passe  de  la  planète  m  à  la  planète  m',  on  aura  encore 

( 3  )  t2  =  r-  —  2  rr'  cos ô  +  rJi, 

COSO=i       fXCOSI  p  —  GT  -f-  II  -    p'-t-rs'—W) 


i 

-H  V  COS{p  —  T8-hH-!-p'—T3'    h  H'  ), 


les  valeurs  de  a,  v  étant 


,1  .   ,1 

jj.    -  cos-  ->         v  =  sin 


2 


D'ailleurs,  on  tirera  évidemment  de  la  formule  (  \) 

cosô=      [fiCOSI  //•     bt'+II'—  H)  -+-  vcos(/?'—  ci' 4- H' -H  II)]  COS(/>       ni; 
r-  [fxsin  i  //-     sj'-i-  H'—  II  i  —  v  sin  (/>'—  m'  -t-  II' -h  II  l]  sin  (p  —  sr), 

et  de  celle  dernière,  combinée  avec  les  formules  (i  )  et  (2  ), 

-cos  6  =      [/xcos(/>'—  bt'+II'—  II  )  h-  v  cos(/?'  —  m'  -h  II' +  II)]  f  cos^  --  s) 

1 
-+-  [/^sin  (/>'  — gj'4-IT  — II)  —  vsin  (p' —  ro'-t-II'-h  H)]  (1-  s  -  ) 2  sin  6. 

Donc,  eu  égard  à  l'équation  (1),  la  formule  (3)  donnera 

1  5  1  «.*  —  <A>  -h  2  \i!>  cos'^  -+-  2  3  sin ijj  +  4 CD  cos-  •{/, 

les  valeurs  de  a.,,  tfî>,  9,  ô)  étant  déterminées  par  les  formules 

/  X  =  a*-T-  ia.1  r'[\j.  cos(  p'  —■  bj'-+-  H' —  H)  -+-  v  cos ('/?'—  m' -H  II' -h  II  j]  4-  /■' 

1    0!.    -   -      [^  C0S(//  —  Cl'-i-  II'—  IIj  4-  VCOS(/>'—  d'  —  II' -f-  II)]rt/-'—  «'"£, 

,0        ■  , 

J  S  =-     [fxsin  (>'—  nr'4-  II'  —  II  )  —  v  sin  ( //  —  gj'  +  II'  -h-  II)]  (1  —  s!  \*ar', 

[  (D  =    \  a-z-. 

Il  est  bon  d'observer  que,  deux  planètes  ne  devant  jamais  se  ren- 
contrer, leur  distance  mutuelle  t  ne  devra  jamais  s'évanouir.  Donc  la 
valeur  de  t2,  déterminée  par  la  formule  (5),  devra  conserver  une 
valeur  positive  pour  (ouïes  les  valeurs  réelles  de  l'angle  'l. 

Si  l'on  supposait 

(7)  e  =  o, 

on  aurait,  par  suite, 

c£)  =  o, 
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et  l'équation  (  5  )  se  trouverait  réduite  à 

(8)  x':  =  X  -+-  2i)î>  C0S'|  -+-  iZ  sirn!;, 

les  valeurs  «le  -i,,  xfb,  G  étant 

/  -JU  —  fl-2 +/'-, 

(g)    ■  ife^—ffjtcosC/?'— w'+n'— n)-4-vcos(/)'— Bj'-t-ii'-(-n)]a/-', 

'   G  =  —  [fi  sin  (/>'  —  nr'  +  ïï'  —  H)  —  v  sin  (/>'—  m' -+-  U'  -f-  II)] a/-' . 
Alors  aussi,  en  posant 

et  ayant  égard  au  théorème  III  du  §  I,  on  trouverait 

(io)  »s=k(i  —  ase-a\>~)(i  —  -««V^j, 

a  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  a  un  arc  réel  et  k  une  quan- 
tité positive  liée  au  nombre  a  par  la  formule 

(»)  1 


i  +  a- 


D'ailleurs  le  nombre  a  et  l'exponentielle  trigonométrique  eav-<   se 
trouveraient  déterminés  par  les  deux  équations 


I  tJlo 

(12)  a 


a        (-ilb'+G*)8 

_      e  +  gy/^T 


i 


(l3)  e*< 

(H!>2+  e! 

dont  la  dernière  entraine  les  formules 


(<4)  cosa—  — T,         sin  a  = 


(i)î>24-2-)-  (A»+ei)! 


G 
(  i5)  langa  =  —  ■ 

\)9 
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Ajoutons  que,  en  vertu  des  équations  (9),  jointes  à  la  formule 

fi  -t-  v  =  1 , 
on  aurait 

ii'.,2 +  e*=  [>*-+-  2(uv  cos2(/>'  —  cr'  +  H')  +  v*]as r's, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ii'.<--  S2-   1 1  —  4fAvsin,(p'—  ra'+IT)]**2/-'-. 

et  que,  en  conséquence,  les  formules  (12),  (i3),  (i5)  donneraient 

]  /•'         a 

(16)  ;i  —  -  = 


a       \  1  —  4/jlv  sin-^//  —  nr'-t-  H') 


(17)  gay-i   -  ^e  +;e  —  ^-IW-I, 

\  1  —  4  p>  sin2 1,  //  —  cj'  + 11'  ) 

u  sinf//—  ci' +11'  —  II)  —v  sin(o'— w'  +  II' +  11) 

(18  tanga=;i- '— ; — Wl — =^ y~. ; — Wi =-'. 

\x  cos  (  p'  —  m'  +  IL'  ~  11)  +  v  eos  (//  —  xn'  +  II'  +  Il  1 

Observons  enfin  qu'on  vérifie  les  formules  (17)  et  (18)  en  prenant 

(19)  a  =  y  —  II, 

et  supposant  l'angle  y  lié  à  l'angle/?'  —  rs'  +  II'  par  l'équation 

(20)  tangy  =  (f*  —  v)  tang(//  —  ny'  +  IT). 

Si  l'excentricité  e  cesse  de  s'évanouir,  alors,  en  posant  toujours 

s  =  e+v^ 
ci  ayant  égard  au  théorème  IV  du  £  I,  on  trouvera 

(2i)     x -      Iv (  1   -ase-^   ~i)(i—-e*JZi}(i  —  bse*'f:ï)(\       -e-*\    '). 
la  valeur  de  k  étant 

(22)  k  =  —, 

ab 

a  désignant  un  are  réel,  et  les  lettres  a,  1)  représentant  deux  modules 
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inférieurs  à  l'unité,  qui  pourront  être  déterminés,  avec  l'are  a,  par  le 
moyen  des  formules  établies  dans  le  §  I. 

§  III.  Méthode  nouvelle  à  l'aide  de  laquelle  le  rapport  de  l'unité  à  la 

distance  de  deux  planètes  peut  être  développée  en  une  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  de  l'anomalie  excentrique,  ou  de  l'anomalie 
moyenne  de  l'une  d'entre  elles. 

Soient  toujours  x  la  distance  mutuelle  des  deux  planètes  m,  ni; 
'\>  l'anomalie  excentrique  de  la  planète  m,  et  s  l'exponentielle  trigo- 
nométrique  qui  a  pour  argument  l'angle  <]>,  en  sorte  qu'on  ait 

s—  e^v'1. 

Si  l'excentricité  de  l'orbite  elliptique  de  la  planète  m  se  réduit  à  zéro, 
alors  on  aura 


(i)  S-=k(i  —  ase-*i/Zl')(i—-e*<   ' 


a  désignant  un  arc  réel,  et  k,  a,  deux  quantités  positives,  dont  la  der- 
nière sera  inférieure  à  l'unité.  On  trouvera,  par  suite, 

I  2 )  ■     -  =  k" '  *( i  -  ase~*  vr~ '  )  *  (i  -  -  e«t/=ï 

Or,  en  vertu  de  l'équation  (2),  la  fonction  de  s  représentée  par  le  rap- 
port -  et  sa  dérivée  resteront  continues  par  rapport  à  ki  variable  s, 
pour  tout  module  de  cette  variable  compris  entre  les  limites 

1 

:''      a' 

qui  rendront  à  la  fois  ces  deux  fonctions  discontinues  et  infinies.  Donc, 

par  suite,  pour  tout  module  de  s  renfermé  entre  les  limites  a,  ->  le 

rapport 

1 

sera  développable,  suivant   les  puissances  entières  positives,  nulle  et 
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négatives  do  s,  en  une  série  (Unit  les  deux  modules  se  réduiront  à  ceux 
des  deux  expressions 


a 

a  s,     -■ 
s 


Pour  obtenir  cette  série,  il  suffira  évidemment  de  multiplier  par  k  i 
les  divers  termes  de  celle  qui  représentera  le  développement  du  rap- 
port 


i 


(3)  k"  -(i-a«?-av'Z|)  "*(  i  —  a<?*v/-' 


Or,  en  supposant  le  module  de* compris  entre  les  limites  a,  -,  on  aura 


;i 


i 


i.3 


I  i       a«?-*v  -'  )   "  =  i  -+-  -  a*e-"v'-»  4-     *-  a'2s-e-2av'-' 
2  2.4 


i 


\  5  /  2    A'  2  .  '|    Ss 

et,  par  suite, 

i        —  =  I-+-  A,  (se-**'-1  -+-  -  e«  v'r  '  )  +  A,  (  s°-  e~^  \/~l  +  i  e2*  \' "-"»  )+..., 

la  valeur  générale  de  A„  étant 

i . 3 . . . ( 2 n  —  i )      /        i  2 n  -t- 1    .      i.3  2h  +  i  an  +  3   ,  i 

(5)    A„— ;—        — a"    n -a24 .-  -  — 7 a4 •+-...    . 

2  . 4  .  .  .  2  n  \  2    2  «  +  2  2  .  4    2  rt  +  2    2  «  -f-  4 


Donc,  pour  obtenir  le  développement  de  -  en  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  s,  il  suffira  d'avoir  construit  *\c^  Tables 
qui  fournissent  les  diverses  valeurs  de 

A [,     A2,     A3,       .  .  . 

correspondantes  aux  diverses  valeurs  de  la  constante  a. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  l'excentricité  de  l'orbite  ellip- 
tique de  la  planète  m  s'évanouissait.  Si  celle  excentricité  ne  s'éva- 
nouissait pas,  alors,  au  lieu  des  formules  (i  ),  (2),  <  3),  on  obtiendrai! 
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des  équations  de  la  forme 

(6)    *2^k    (i-;i.sr-^'^)     (i—  *e«^j     (i  — b*?»^)     / 1  _£<?-»•=» Y 


(7)    1  - .-  k  'Hi-i\sc-*\!-~l  )   "(  i-Vv'-M     (i  — bw^iF»)  '(i- 


|S) 


a    „  /— r 


(i  — ase-*^)  2(,__e«v'-iJ     (i  — bse*^)  »f 


g- a  \ 


o-dl'-l 


__e-av'-i 


et,  en  supposant 
(9) 


b<  a <  i  : 


on  reconnaîtra  que  -  est  encore,  pour  tout  module  de  s  compris  entre 
les  limites 


a'     ï* 


développable,  suivant  les  puissances  entières  de  s,  en  une  série  dont 
les  deux  modules  sont  ceux  des  expressions 


a 

a  .s-,      -• 


Déplus,  en  nommant  B,t  ce  que  devient  A^  quand  on  remplace  a  par  b, 
on  tirerait  de  la  formule  (8) 


(10)      ll       :- 


:  +  À1(*e-a^-l--W-A-K..j  |i4-B1(sea^-i--e-a>FT^-K..|, 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


(ii) 


-[^*--j)  +  ^''-p)  +  ...]v 

les  valeurs  de  $B,   o„  étant 


(12) 


.  .  .  A„_,  B]  COSI  n  —  ■>■  )  x  -h  A„  cosn  a  -+-  \„  w  15,  cos  (  «  +  2)«  +  ..,, 
. .  .  \„   16isin(/i       2  i  a  ■+-  A„  sin  //  y.  -+-  \„  , ,  15,  siiu  n   i-a)«  +  .... 


EXTRAIT  N"  246.  183 

Donc,  pour  obtenir  le  développement  de  -  suivant  les  puissances  en- 
tières de  s,  il  suffira  généralement  de  recourir  aux  Tables  de  sinus  et 
cosinus  et  à  celles  qui  fourniraient  les  diverses  valeurs  des  transcen- 
dantes 

A,,     A.,,     ..., 

ou  plutôt  de  leurs  logarithmes. 

Soit  maintenant 

T 

l'anomalie  moyenne  de  la  planète  m.  On  aura,  en  nommant  e  l'excen- 
tricité, 

(i3)  i|>  —  esimp  =  T; 

et  par  suite,  si  l'on  prend 

(.4)  S  =  eV=i, 

on  aura 

(i5)  6  =  se    aV     SK 

Cela  posé,  après  avoir  développé  le  rapport  -  suivant  les  puissances 
entières  de  s,  pour  développer  le  même  rapport  suivant  les  puissances 
entières  de  s,  il  suffira  évidemment  de  tirer  de  l'équation  (i5)  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  de  l'équation  (i3),  les  développements  de  .v"  et 
de  s""  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  s.  On  y 
parviendra  facilement  à  l'aide  de  la  série  de  Lagrange,  si  le  module 
de  i  ne  dépasse  pas  la  valeur 

0,662742. . . , 
pour  laquelle  l'équation 

(il>)  'Il  —  £  siii'i  —  O, 

résolue  par  rapport  à  i|>,  acquiert  deux  racines  égales  et  se  vérifie  en 
même  temps  que  l'équation  dérivée 

(17)  I  —  c  COS\L  =  o. 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  >.  \ 
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Celle  condition  étant  supposée  remplie,  si  d'ailleurs  une  certaine  fonc- 
tion f'('|)  de  l'anomalie  excentrique  ^  reste  continue  par  rapport  à 
cette  anomalie,  tant  que  le  module  de  £  ne  s'élève  pas  au-dessus  de  la 

limite 

0,662742. . . , 

on  aura,  en  vertu  de  la  formule  de  Lagrange, 

(18)  f(*)  =  f(T)  +  i  f'(T)  sinT  +  -^  DT[f  (T)  8in«T]  +  . .  . . 

Si  maintenant  on  pose 

f(T)  =  e*+/=r=«*, 

h  désignant  une  quantité  entière  positive  ou  négative,  et,  par  suite, 

f(T)  =  «*TiFï  =  »A, 

r (T)  =  he*  rv/=ï  i/CI7  =  h  *'>  \J~i , 

la  formule  (18),  jointe  à  l'équation 


sinT  = 


2  \J—  1 
donnera 

(„)  !»=,*+A(i),«(s_i)_A\iADT[,i(,_iy]v/_I_.... 

Or  la  formule  (19),  jointe  à  l'équation  (i4).  de  laquelle  on  tire 

(20)  DTa/'=/<s/'v'r', 

fournira,  pour  la  valeur  de  sk,  un  développement  de  la  forme 

(21)  sh=R06h  -t-  H,  •*+«  +  II,6/'+2-h. . .  4-  H_,  •*-«  4-  H_,»A-J  +  . . ., 

les  valeurs  de  1I„  el  H_„  étant  déterminées  par  le  système  des  équations 
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dans  lesquelles  on  suppose  la  fonction  F(/*,  n)  déterminée  par  la  for- 
mule 


(23)     F(/i,/i) 


m  r,  (vy ,    (vy      1 

1.2.../*    [  I.(«  +  l)  I.2(rt-t-l)(/i-t-2)  J 


On  peut,  au  reste,  arriver  directement  aux  formules  (22),  (23)  en 
partant  de  l'équation  (21),  de  laquelle  on  tire 

H„  =  —  f    »-A-ash(fF, 

2r-J  « 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

i     r71  —        — 

H»=  —    /     e-(/'^'Tv/-«e/^v/-'f/T; 
puis,  en  intégrant  par  parties, 

H    -  -A L    f     e-(A+*)T\PïeA<J/v/=ï£fl, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(24)  H„=^—   —   f    e-'^^c"^"^^^^  dh. 

Ii  +  n  *vj_% 

Or,  de  la  formule  (24),  (jui  subsiste  dans  le  cas  même  où  l'on  rem- 
place n  par  —  n,  on  déduira  immédiatement  les  valeurs  de  H„,  H_„ 
fournies  par  les  équations  (22)  jointes  à  la  formule  (23);  et,  pour  y 
parvenir,  il  suffira  de  développer  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  E  l'exponentielle 

g(/(±/r)£sint}'v/— 1 

Observons  encore  que  MM.  Bessel  et  Jacobi  ont  déjà  considéré  les 
transcendantes  auxquelles  se  réduisent  les  coefficients  représentés  ci- 
dessus  par  II„,  H  „,  et  que  les  valeurs  numériques  de  ces  coefficients 
sont  même  fournies  par  des  fables  qu'a  construites  .M.  Bessel. 

Après  avoir  développé  -  suivant  les  puissances  entières  de  l'expo- 
nentielle 
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on  pourra  développer  encore  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  s  suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

On  peut  d'ailleurs  appliquer  à  ce  dernier  problème,  ou  une  méthode 
d'interpolation,  comme  l'a  proposé  M.  Le  Verrier,  ou  une  méthode 
analytique,  comme  nous  l'expliquerons  plus  en  détail  dans  un  autre 
Mémoire. 


247. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d'un 
système  de  molécules  dont  les  dimensions  ne  sont  pas  supposées  nulles. 

C.  R.,  T.  XVItl,  p.  774  (22  avril  i844  )• 

Dans  la  séance  du  5  décembre  1842,  j'ai  présenté  à  l'Académie  un 
cahier  qui  renfermait  de  nouvelles  recherches  sur  la  théorie  de  la 
lumière,  et  qui  a  été  paraphé  dans  cette  même  séance  par  M.  Arago. 
Les  recherches  dont  il  s'agit  étaient  relatives,  en  partie  à  l'équilibre 
cl  au  mouvement  d'un  système  de  molécules  dont  les  dimensions  ne 
seraienl  pas  supposées  nulles,  en  partie  aux  lois  suivant  lesquelles  un 
rayon  lumineux  est  réfléchi  et  réfracté  par  la  surface  de  séparation  de 
deux  milieux  isophanes,  dans  le  cas  où  l'on  tient  compte  de  la  disper- 
sion des  couleurs.  Je  ne  m'occuperai  pas  aujourd'hui  de  ces  lois,  aux- 
quelles je  reviendrai  dans  un  autre  article,  mais  seulement  de  l'équi- 
libre et  du  mouvement  d'un  système  de  molécules;  cet  objet  me 
paraissant  digne  d'être  examiné  de  nouveau,  quoique  le  même  sujel 
ou  des  sujets  analogues  aient  déjà  été  traités  par  quelques  auteurs, 
entre  autres  par  M.  Poisson,  par  M.  Savary,  par  M.  Broch  ol  par  moi- 
même.  Je  me  bornerai,  d'ailleurs  à  indiquer  le  plus  brièvement  pos- 
sible quelques-uns  des  résultats  auxquels  j'étais  parvenu. 
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§  I.   —  Préliminaires.  —  Sur  le  moment  de  rotation  d'un  corps. 

Considérons  un  corps  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe  pris  pour 
origine  des  coordonnées.  Soit  m  un  élément  de  ce  corps,  et  supposons 
la  position  de  cet  élément  déterminée,  au  bout  du  temps  /,  non  seule- 
ment par  les  coordonnées 

relatives  à  trois  axes  rectangulaires  qui  restent  fixes  dans  l'espace, 
mais  encore  par  les  coordonnées 

x,    y,    z, 

relatives  à  trois  axes  rectangulaires  qui  restent  fixes  dans  ce  corps.  On 
aura 

y=  a'  x  +  S'y  4-  y'z, 

z  =  a"x  -+-  c"y  -hy"z, 

a,  S,  y;  a',  £',  y';  a",  S",  y"  étant  les  cosinus  des  angles  formés  par  les 
demi-axes  des  x,  y,  z  positives  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  posi- 
tives. D'ailleurs  ces  cosinus  seront  liés  entre  eux  par  les  équations 

connues 


(   a2-+-  a'2  +  x"2    =  i, 

62  4-ê'2    4-o"2    —  i, 

(a) 

1   €y- c'y' 4- c'y"       0, 

ya  4-  y'  y.'  +  -/"a"  =  o, 

v"2 


I  . 


a6-t-a'6'4-a"6"      o. 

De  ces  équations  différentiées  on  pourra  en  déduire  d'autres  de  la 

forme 

aD,  a  4-  *'  I),  a'  4-  a"D,  a"  =  o, 
al),  S  +  a'I)/g'-ha"D/ê"  =  r, 
aD,y  4-a'D,y'4-a"D,y"  =  -q, 

cl),  a       6'D«a'+6'D(a'=  — r, 

l>,6  4-6'D,6'4-6"D,  6"  =  o, 

cl),  y  -H6'D,y'-h6»D,/  =  j>, 

yD,«       /D,a'4-y"D,a"=zq, 
y  D,  6  -+-  y'  D,  S'  +  y"  I),  6'  =  -  p, 
yD,y-i-y'D,/  +  /D,y'  =  o, 
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p,  i],  r  désignant  trois  nouvelles  variables,  dont  les  valeurs,  une  fois 
connues,  serviront  à  faire  connaître  celles  de 

a,     ë,     y,         a',     6',     y',         a",     6",     y". 

En  effet,  des  neuf  dernières  formules  on  tirera,  par  exemple, 

(3)  D,a  =  yq  —  ër,         D,ê=ar  — yp,  D,-/  =  êp  — aq; 

el  par  conséquent,  p,  q,  r  étant  supposées  connues,  il  suffira,  pour 
trouver  a,  6,  y,  d'intégrer  trois  équations  différentielles  linéaires, 
savoir,  les  formules  (3).  D'ailleurs,  ces  trois  équations  continueront 
évidemment  de  subsister  quand  on  y  remplacera  a,  £,  y  par  a',  6',  y'  bu 
par  a",  6",  y". 

Soit  maintenant  8  une  quantité  positive  déterminée  par  la  formule 

(4)  8»=p»-t-q»+r«, 

et  posons 

p  q  r 

(5)  -  =  COSÂ,  -=C0SU,  -  =  COSV. 

On  s'assurera  aisément  que  A,  pt.,  v  représentent  les  angles  formés,  au 
bout  du  temps  /,  par  l'axe  instantané  de  rotation,  prolongé  dans  un 
certain  sens,  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives;  et  «  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  du  corps  autour  de  ce  même  axe. 
Soient  encore 

w  la  vitesse  absolue  de  l'élément  m; 

y  le  moment  linéaire  principal  relatif  aux  quantités  de  mouvement,  et 

(6)  ^  =  2*^ 

la  somme  des  forces  vives.  Si,  en  faisant  coïncider  les  axes  des  x,  y,  z 

avec  les  axes  principaux  du  corps  relatifs  au  point  tixc  autour  duquel 

il  tourne,  on  nomme 

A,     13,     C 
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les  moments  d'inertie  principaux  relatifs  à  ce  point,  on  aura 

l         }>2-+-        q2  +        ÏS=8S, 

(7)  Ap8  +  B  q*+Ct9=^, 

(  A2p2+B2q2-r-C2r2=X2. 

Si  d'ailleurs  on  nomme 

%    %    A 

les  projections  algébriques  du  moment  linéaire  ^  sur  les  axes  des  a?, 

y,  =■,  et 

P,    Q,    R 

les  projections  algébriques  du  même  moment  linéaire  sur  les  axes  des 
x,  y,  z,  on  aura,  non  seulement 

(8)  ^a'P  +  5'Q  +  y'R, 

(  <ft  =  a"P  +  S"Q  +  /'R, 

mais  encore 

(9)  P=-Àp,  Q=-Bq,  R  =  -Cr; 

et  l'on  conclura  des  formules  (8) 

/  P  =  a$4-a'^>  +  «"&, 
(io)  !  Q  =  6«-h6'^+6»A, 

Soient  enfin 

K  le  moment  linéaire  principal  du  système  des  forces  appliquées  aux 

divers  points  du  corps; 
£,  DlL,  X  les  projections  algébriques  de  ce  moment  linéaire  sur  les 

axes  des  .r,  y,  s  ; 
L,  M,  N  ses  projections  algébriques  sur  les  axes  des  x,  y,  Z. 

On  aura,  non  seulement 

N=y^-h/3TL  +  y'3ï., 
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mais  encore 

(12)  Vt<£  =  ^,         I),  .0  =  311,        ï)tA  =  ùl, 

et  l'on  tirera  des  formules  (12),  jointes  aux  équations  (9)  et  (10), 

l  AD,p  +  (B-C)qr+L  =0, 

(i3)  BD,q  +  (C  —  A)rp  +  M  =  o, 

(  CD,r  +  (A  —  B)pq-t-N=o. 

Des  formules  (i3),  jointes  aux  équations  (7),  on  conclut 

j   t|^D^+     Lp4-     MqH-     Nr  =  o, 
\  yj)tx  +  ALp  -1-  BMq  -h  CNr  =  o. 


04) 


Si  le  moment  linéaire  principal  du  système  des  forces  appliquées  au 
corps  s'évanouit,  ce  qui  aura  lieu,  par  exemple,  dans  le  cas  où  ces 
forces  elles-mêmes  se  réduiraient  à  zéro,  les  formules  (i4)  donneront 

(i5)  D,4>  =  o,        Dty  —  o, 

et  par  conséquent  les  valeurs  de  •]/,  y  se  réduiront  à  des  quantités 
constantes. 

Les  formules  obtenues  dans  ce  paragraphe  s'accordent  avec  celles 
qui  étaient  déjà  connues,  et  en  particulier  avec  celles  que  j'ai  don- 
nées dans  mon  cours  de  Mécanique  de  la  Faculté  des  Sciences,  en  les 
établissant  à  l'aide  de  raisonnements  analogues  à  ceux  dont  je  viens 
de  faire  usage. 

Observons  d'ailleurs  que  ces  formules  continuent  de  subsister  dans 
le  cas  où  le  corps  que  l'on  considère  se  meut  librement  dans  l'espace, 
el  où  l'on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  ('(Mitre  de  gravité  de 
ce  corps. 

§  IL  —  Sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d'un  système  de  molécules 
dont  les  dimensions  ne  sont  pas  supposées  nulles. 

Considérons  un  système  de  molécules  dont  les  dimensions  ne  soient 
pas  supposées  milles,  et  nommons 

111  une  de  ces  molécules; 
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(m)  et  [m]  deux  éléments  distincts  et  infiniment  petits  de  cette  môme 
molécule. 

Supposons  d'ailleurs  que,  en  prenant  pour  axes  coordonnés  trois 
axes  fixes  de  position  dans  l'espace,  on  nomme 

x, y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la  molécule  m; 
x  -+-  &r,  y  -h  §y,  z  -hBz  les  coordonnées  de  l'élément  (m); 
x  -h  J\x,  y  -+-  J[y,  s  -+-  J[z  les  coordonnées  de  l'élément  [m]. 

Soient  encore 

m  une  molécule  distincte  de  m; 

(m)  et  [m]  deux  éléments  de  la  molécule  m  correspondants  aux  élé- 
ments (m)  et  [m]  de  la  molécule  m; 

x  -h  A#,  y  -+-  Ay,  -  -+-  A:;  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  la 
molécule  m. 

Les  coordonnées  de  l'élément  (m)  seront 

x  4-  Ax  4-  àx  4-  Aâj?,    j  4-  Ay  -+-  dy  4-  Aây,     s  ■+-  As  4-  ô=  4-  Aos  ; 
tandis  que  celles  de  l'élément  [m]  seront 

x  -+-  àx  -+-  <f[x  4-  k<f[x,    y  4-  A/  4-  J[y  -+-  A</jy,     s  ■+-  As  -+-  43  ■+■  A^-s. 

Soient  enfin 

r  la  distance  qui  sépare  les  centres  de  gravité  des  molécules  m  et  m  ; 

t  la  distance  qui  sépare  l'élément  (m)  de  l'élément  \m]; 

(m)  [m]  f(ï.)  l'action  mutuelle  de  ces  deux  éléments,  f(t)  désignant 

une  quantité  positive,  lorsque  les  molécules  s'attirent,  et  négative 

lorsqu'elles  se  repoussent. 


On  aura 
(0         i 


t2=      (bx  4-  J[x  —  àx  4-  Adlx)* 

-+-  ( A/  -H  4T  -  0/  4-  A^)*+  (As  4-  4*  -  da  4-  A/ts)2 


D'ailleurs,  au  système  des  forces  qui  solliciteront  la  molécule  m  cor- 

OF.uvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  ».  j 


(») 


(3) 
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respondra,  non  seulement  x\v\q  force  principale,  mais  encore  un  moment 
linéaire  principal  ;  et,  si  l'on  nomme 

-\.,  -T,  %  les  projections  algébriques  de  cette  force  principale; 

£,  OR,  X  les  projections  algébriques  de  ce  moment  linéaire  principal, 

dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  origine  des  moments  le  centre  de 

gravité  de  la  molécule; 

on  aura,  pour  déterminer 

3G,     3",     %,         4L,     3TL,     .;*, 
des  équations  de  la  forme 

»  =  s2d2i\(m)im] : — f(Oj. 

* 

r  =s2i;)(m)[in](Ag  +  ^-fe+Mg)^-(Ar  +  ^-^  +  A^)6sf(t)j, 

» 

la  sommation  qu'indique  le  signe  S  se  rapportant  aux  diverses  molé- 
cules m  distinctes  de  m,  et  les  deux  sommations  qu'indiquent  les  deux 

signes  'V  étant  relatives,  l'une  aux  divers  éléments  (m)  de  la  molé- 
cule m,  l'autre  aux  divers  éléments  [m]  de  la  molécule  m. 

Cela  posé,  si  le  système  des  molécules  que  l'on  considère  est  en 
équilibre,  les  équations  d'équilibre  seront 

(  -Y.  —  o,         ?T    =  o,         &   =  o, 

(4) 

(  4L  —  o,         OR  =  0,         3L  =  o. 

Passons  maintenant  au  cas  où  le  système  de  molécules  es(  en  mou- 
vement. Soient 

x,    y,    z 

les  coordonnées  de  l'élément  (m)  de  la  molécule  m,  rapportées  à  trois 

axes  rectangulaires  qui  conservent  une  position  fixe  dans  la  molécule, 

ri  qui  coïncident  avec  les  trois  axes  principaux  menés  par  le  centre  de 

gravité.  Soient,  de  plus, 

A,     D,     C 
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les  trois  moments  d'inertie  principaux  relatifs  à  ce  même  centre,  et 

a,     ë,     y, 
a',     6',     /, 

a",     €",     y" 

les  cosinus  des  angles  formés  avec  les  demi-axes  des  x,  y,  z  positives 
par  les  demi-axes  des  a?, y,  z  positives.  Enfin,  supposons  les  quantités 

p,    q,    r 

liées  à  ces  cosinus,  et  les  quantités 

L,     M,     \ 

liées  aux  projections  algébriques 

£,    31L,     X 

par  les  formules  données  dans  le  §  I.  Les  équations  qui  représenteront 
le  mouvement  du  système  de  molécules  seront 

(5)  m\)jx  =  X-,         mD*y  =  S,         mDfz  =  %> 

et 

/  ADrp  4-  (  B  —  C  )qr  -+-  L  =  o, 

(6.)  )  BDrq  +  (C-A)rp  +  M  =  o, 

'  CD,r  h- (A  —  B)pq  +  N  =o. 

On  aura  d'ailleurs 

/  5x  =  ax  +  b  y  -+-  y  z, 

(7)  <  èy  =a'x-f-6'y  +  y' z, 

[8z  =  a"x  -t-  6'y  -+-  fz. 

Il  importe  d'observer  qu'on  peut,  aux  formules  (7),  joindre  i\*'s 
formules  analogues,  mais  relatives  à  la  molécule  m.  En  effet,  soienl 

x,»    y,»    z, 

les  coordonnées  de  l'élément  \m]  de  cette  dernière  molécule,  rappor- 
tées aux  axes  principaux  qui  passent  par  le  centre  de  gravité.  Les  for- 
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mules  (7)  continueront  de  subsister  quand  on  y  remplacera  simulta- 
nément 

8x,     8y,     8z    par    J\x  +  &<f[x,     d\y  -+-  Ac/jj,     <T[z  +  Aj\z, 
a,       6,       y       par        a  +  Aa,  ê  -1-  AS,  y  4-  Ay, 

\.       y,       z      par     x,,     y,,     z,. 

On  aura  donc 

|  J[x  -+-  \j[x  —(a  -+-  Aa  )x,+  (ê  +  Aê  )y,4-  (y  +  Ay  )z„ 

(8)  ^y  +  A^y  =  (a'  +  Aa')x,+  (6'  +  A6')y,+  (/H-A/)z„ 

'  45  +Ajiz  =(a"  +  Aa")x,+  (ê',+  Aê")y;+(/'+Ay")z,. 

Si  maintenant  on  substitue  les  valeurs  de 

8x,     8y,     8z,         J\x  -+-  A.J[x,     J\y  -+-  A/\y,     J[z  -+-  Aj\z, 

tirées  des  formules  (7)  et  (8),  dans  les  seconds  membres  des  équa- 
tions (2)  et  (3),  on  en  conclura  que  les  six  quantités 

-\-,     3\     %,         £,     3TL,     9& 

peuvent  être  considérées  comme  des  fonctions  déterminées  des 
variables 

x,     y,     z,         a,     6,     y,         a',     6',     y',         a",     ê",     y" 

et  de  leurs  différences  indiquées  à  l'aide  de  la  caractéristique  A.  D'ail- 
leurs, parmi  ces  variables,  les  neuf  dernières  seront  liées  entre  elles 
par  les  équations  (2)  du  §  I. 

On  doit  remarquer  le  cas  où  les  dimensions  de  chaque  molécule 
sont  supposées  très  petites  par  rapport  à  la  distance  des  deux  molé- 
cules voisines;  en  sorte  que,  vis-à-vis  des  rapports 

Sx       oy       oz  j[x       j\y       j\z 

• — >     — 1     — >  — — >      — •>     — » 

/•         /•         /•  /  /•  /• 

on  puisse  négliger  les  carrés  ou  même  seulement  les  cubes  de  ces 
rapports.  Nous  développerons  dans  un  autre  article,  non  seulement 
les  formules  qu'on  obtient  dans  cette  hypothèse  et  qui  se  déduisent 
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aisément  des  précédentes,  mais  encore  celles  que  renferment  divers 
Mémoires  joints  à  celui-ci,  et  relatifs  à  la  théorie  de  la  lumière. 


248. 

Analyse  MATHÉMATIQUE.    —   Addition  au  Mémoire  sur  la  synthèse 

algébrique  ('). 

C.  R..  T.  XVIII.  p.  8o3  (29  avril  1844  ). 

Dans  le  troisième  paragraphe  du  Mémoire  sur  la  synthèse  algé- 
brique, j'ai  considéré  de  nouveau  un  problème  de  Géométrie  qui  a 
souvent  occupé  les  géomètres,  et  qui  consiste  à  tracer,  dans  un  plan 
donné,  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés,  problème  dont  j'avais 
présenté  moi-même,  il  y  a  longtemps,  une  solution  géométrique  assez 
simple  qui  a  été  publiée  dans  la  Correspondance  sur  l'École  Polytech- 
nique pour  l'année  1807.  L'analyse  dont  je  me  suis  servi  pour  résoudre, 

(')  Note  lue  à  l'Académie  par  M.  Augustin  Cauchy. 

C.   It.,  T.  XVIII,  p.  802  129  avril  lSi4l. 

Le  quatrième  paragraphe  de  mon  Mémoire  sur  la  synthèse  algébrique  renfermait  le  pa- 
ragraphe suivant  [  t.  XVI  des  Comptes  rendus,  p.  ioji  (  '")]  : 

On  pourra,  par  la  synthèse  algébrique,  obtenir  des-  solutions  élégantes  de  problèmes 
déterminés,  par  exemple  de  celui  qui  consiste  à  tracer  une  sphère  tangente  à  quatri 
sphères  données,  dont  les  centres  sont  C,  C,,  C,,,  C,,,  et  les  rayons  r,  r,,  r ,,  rm. 

J'indiquais  ensuite  une  solution  fort  simple  de  ce  dernier  problème,  en  disant  qu'elle  se 
déduit  d'une  analyse  semblable  à  celle  que  j'avais  employée  pour  la  solution  du  problème 
analogue  relatif  aux  cercles. 

C'était  pour  abréger  que  je  n'avais  pas,  dans  le  Mémoire  dont  il  s'agil,  donné  in  extenso 
la  solution  du  problème  relatif  aux  sphères.  Je  vais  reproduire  ici  l'analyse  qui  sert  à 
résoudre  ce  dernier  problème,  telle  que  je  la  retrouve  dans  une  addition  rédigée  vers  l'é- 
poque où  je  venais  décomposer  le  .Mémoire.  Cette  analyse  diffère  très  peu,  comme  on  le 
verra,  non  seulement  de  celle  qu'a  employée  M.  Arcas  Trébert,  dans  une  Note  dont  l'au- 
teur a  bien  voulu  m'adresser  un  exemplaire,  mais  encore  de  celle  que  j'avais  employée 
moi-même  dans  le  Mémoire  sur  la  synthèse  algébrique,  pour  la  détermination  du  cercle 
tangent  à  trois  cercles  donnés. 

(«)   UEuvres  de  Cauchy,  S.  1.  T.  VII,  p.  (23 
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non  seulement  le  problème  dont  il  s'agit,  mais  aussi  le  problème  de  la 
sphère  tangente  à  quatre  autres,  coïncide  en  partie,  comme  je  me 
suis  empressé  d'en  faire  la  remarque,  avec  l'analyse  que  M.  Gergonne 
a  employée  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  de  Turin  pour  l'année  i8i/j, 
et  que  le  même  auteur  a  reproduite,  avec  de  nouveaux  développe- 
ments, dans  les  Annales  de  Mathématiques  (1816,  1817).  J'ajoute  que 
cette  analyse  peut  être  modifiée  de  manière  que  les  équations  des 
deux  droites  dont  elle  exige  la  construction  renferment  seulement  les 
expressions  algébriques  propres  à  représenter  les  carrés  des  tangentes 
menées  d'un  point  extérieur  à  des  cercles  ou  à  des  sphères  concen- 
triques aux  cercles  ou  aux  sphères  données,  et  des  valeurs  particu- 
lières de  ces  expressions.  On  se  trouve  alors  conduit,  par  des  formules 
très  concises  et  très  symétriques,  aux  solutions  obtenues  par  M.  Ger- 
gonne et  à  celles  que  j'ai  données  moi-même,  comme  je  vais  l'expli- 
quer en  peu  de  mots  ('). 

Sur  la  recherche  d'une  sphère  tangente  à  quatre  autres. 
Soient 

r,  r,  ru,  rm  les  rayons  des  quatre  sphères  données; 

a,  b,  c;  at,  bt,  c  ;  au,  br/,  cf/;  am,  bm,  cm  les  coordonnées  rectangulaires 
de  leurs  centres  C,  C,,  C;/,  Cw; 

p  le  rayon  d'une  sphère  tangente  aux  quatre  autres; 

x,  y,  z  les  coordonnées  du  centre  de  cette  nouvelle  sphère  ; 

x,  y,  z  les  coordonnées  du  point  où  la  nouvelle  sphère  touchera  la  pre- 
mière des  sphères  données. 

Le  centre  {x,y,  z)  se  trouvera  séparé  du  centre  (a,  b,  c)  de  la  pre- 
mière sphère  par  la  distance  r±  p.  On  aura  donc 

(.r  -  af  +  (y  -  è)*+  (z  -c)*=  (r±  p)> 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

a  --  o, 

(')  Pour  abréger,  je  ne  conserve  ici  de  mon  analyse  que  la  partie  relative  au  problème 
le  plus  compliqué,  savoir,  au  problème  des  sphères. 


EXTRAIT  N°  248.  199 

la  valeur  de  a  étant 

&  =  (x  —  ayt-hiy-  by+iz-c)*—  (r±p)K 

Il  y  a  plus  :  si  l'on  nomme 

"&/>    &„>    A,- 

ce  que  devient  A  quand  on  y  remplace  a,  b,  c,  r  par  at,  bt,  c ,  rt,  ou 
par  alr,  bti,  cH,  ru,  ou  enfin  par  am,  bm,  cm,  rm,  on  aura  évidemment 

(i)  <ft  =  o,         a;=o,         &,  =  o,         ■'*„,=  O. 

Ces  quatre  équations  détermineront  les  quatre  inconnues 

x,    y,    z,    p. 

D'autre  part,  les  trois  points  {a,  b,  c),  (x,  y,  z),  {ce, y,  z)  devront 
être  situés  sur  une  même  droite,  de  telle  sorte  que  les  distances  du 
premier  au  deuxième  et  au  troisième  se  trouvent  représentées  par  r  et 
par  la  valeur  numérique  du  binôme  r±  p,  le  point  {a,  b,  c)  étant  ren- 
fermé ou  non  renfermé  entre  les  deux  autres,  suivant  que  le  binôme 
r±  p  sera  positif  ou  négatif.  On  aura  donc  encore 

(a)  *Z^  =  *ZI*      «Il£  =     ' 

x  —  a       y  —  b       z  —  c       '  —  P 

le  choix  du  double  signe  devant  être  réglé  de  la  même  manière  que 

dans  l'équation  qui  fournit  la  valeur  de  ai.  Or  la  formule  (2)  suffira 

évidemment  pour  déduire  des  valeurs  de  ce,  y,  z,  p  les  valeurs  des 

trois  inconnues 

x,    y,    z. 

En  résumé,  les  sept  équations  représentées  par  les  formules  (  1  i 
et  (2)  suffiront  à  la  détermination  des  sept  inconnues 

ce,    y,    z,        x,    y,    z,        p, 

par  conséquent  à  la  résolution  algébrique  du  problème  énoncé.  Mais, 
si  l'on  voulait  construire  géométriquement  les  valeurs  des  sept  incon- 
nues tirées  des  équations  (1)  et  (2),  on  arriverait  à  des  constructions 
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peu  élégantes.  Pour  éviter  cet  inconvénient,   il  suffit  de  combiner 
entre  elles  les  formules  (i)  et  (2)  et  d'en  déduire  des  équations  qui 
soient  linéaires  par  rapport  aux  inconnues,  en  opérant  comme  il  suit. 
Observons  d'abord  que,  dans  la  fonction 

ft  =  (x  -  a)*+  (7  -  bY  +  (z  -  c)2-  (/■  ±  p)2, 

et  par  suite  dans  chacun  des  polynômes 

*.    *•„    A,»    K> 
la  somme  des  termes  du  second  degré  en  x,  y,  z,  p  ser;i 

X*  +  y*  +  S2—  p2. 

Donc,  si  des  formules  (1)  on  veut  tirer  des  équations  linéaires  en  x, 
y,  z,  p,  il  suffira  de  combiner  ces  formules  entre  elles  par  voie  de 
soustraction.  On  obtiendra  ainsi  les  trois  équations 

(3)  A,—  SL  =  o,        <!«.„  —  iK  =  o,         &m—g{.  =  o, 
qui  se  trouveront  comprises  dans  la  seule  formule 

(4)  *.  =  *,=*,=*„. 

Si  l'on  élimine  p  entre  ces  mêmes  équations,  on  obtiendra  deux  équa- 
tions nouvelles,  qui  seront  linéaires  par  rapport  à  x,y,  z,  et  représen- 
teront en  conséquence  une  droite  OA  sur  laquelle  devra  se  trouver  le 
centre  (x,  y,  z)  de  la  sphère  cherchée. 

Ce  n'est  pas  tout  :  si  l'on  représente  par  ô  la  valeur  commune  des 
rapports  égaux  qui  composent  les  divers  membres  de  la  formule  (2), 
on  aura 

x  —  a  v  —  b  z  —  c  r 

x-a-    -g—,  y-b=-—ç-,         z-c=—ç->         r±p  =  -, 

et,  «mi  substituant  les  valeurs  de 

x,      r,     z,     p, 

tirées  de  ces  dernières  formules,  dans  les  équations  (3),  on  obtiendra 
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évidemment,  après  avoir  fait  disparaître  le  dénominateur  0,  dois  (((na- 
tions qui  seront  linéaires  en 

\,     y,     z,     8. 

Or  il  suffira  évidemment  d'éliminer  0  entre  ces  trois  équations  pour 

obtenir  deux  autres  équations  linéaires  qui  renfermeront  les  seules 

inconnues 

x,    y,    z, 

et  qui,  en  conséquence,  représenteront  une  nouvelle  droite  PB  sur 
laquelle  devra  se  trouver  le  point  (x,  y,  z)  où  la  sphère  cherchée  lou- 
chera la  première  des  sphères  données. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  le  problème  énoncé  pourra  être  réduit  à 
la  construction  des  seules  droites  OA,  PB.  Car,  la  droite  PB  étant  tracée. 
l'un  quelconque  des  points  T,  où  elle  rencontrera  la  surface  de  la  pre- 
mière des  sphères  données,  pourra  être  considéré  comme  le  point  de 
contact  de  cette  sphère  et  de  la  sphère  cherchée.  De  plus,  le  rayon  C 
mené  par  ce  point  de  contact  devra  rencontrer  la  droite  OA  au  centre 
même  de  la  sphère  cherchée. 

D'autre  part,  pour  construire  les  deux  droites  OA,  PB,  il  sullira  de 
connaître  deux  points  P  et  A,  ou  0  et  B  de  chacune  d'elles. 

Or,  comme  les  équations  des  droites  OA,  PB  se  déduiront,  par  l'é- 
limination de  l'inconnue  p,  des  seules  formules  (2)  el  (  \),  les  va- 
leurs de 

■'■,    y,     z,        x,     y,     z, 

que  fourniront,  pour  une  valeur  donnée  de  p,  les  six  équations  com- 
prises dans  ces  deux  formules,  seront  évidemment  les  coordonnées  de 
deux  points  correspondants  0  et  P,  ou  A  el  B  des  deux  droites  OA,  PB. 
Enfin  il  est  clair  que  la  formule  (2)  donnera,  pour  p  =  o, 

x  =  r,        y  =  j  /       s, 

et,  pour  ±  p  =  r, 

\      h       \       b       /.  —  c 1 

x  —  a      y  —  b       z 

d'où  il  résulte  que  le  poinl  I'  se  confondra  simplement  avec  le  point  0, 

Œuvres  de  C.       S.  I.  1.  VIII.  '<> 
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si  celui-ci  correspond  à  une  valeur  nulle  de  p,  et  que  la  distance  CB 
sera  la  moitié  de  la  distance  CA,  si  le  point  A  correspond  à  ±  p  =  r. 
Donc,  en  définitive,  pour  résoudre  le  problème  énoncé,  il  suffira  de 
construire  le  point  0  ou  A  dont  les  coordonnées  x,y,  z  sont  détermi- 
nées par  la  formule  (4),  lorsqu'on  suppose  dans  cette  formule  p  =  o 

ou  ±  p  =  r. 

Or  chacune  des  formules  (i),  prise  séparément,  représente  l'une 
des  quatre  sphères  décrites  des  centres  C,  C  ,  C„,  C„,  avec  des  rayons 
équivalents  aux  valeurs  numériques  des  binômes 

r±p,     r,±p,     r„±p,     rm±p; 

et  la  fonction  &,  quand  on  prend  pour  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un 
point  extérieur  à  la  première  de  ces  sphères,  représente  le  carré  d'une 
tangente  menée  de  ce  point  à  la  sphère.  Donc  le  plan  représenté  par 
l'une  quelconque  des  équations  (3)  est  celui  que  M.  Gaultier,  de 
Tours,  a  nommé  le  plan  radical  correspondant  à  deux  des  sphères  dont 
il  s'agit,  c'est-à-dire  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  d'où  l'on 
peut  mener  à  ces  deux  sphères  des  tangentes  égales.  Donc  le  point 
dont  les  coordonnées  x,  y,  z  se  trouvent  déterminées  par  le  système 
des  équations  (3),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule  (4), 
sera  le  centre  radical  du  système  des  quatre  sphères,  c'est-à-dire  le 
point  commun  aux  plans  radicaux  qui  correspondront  à  ces  mêmes 
sphères  combinées  deux  à  deux.  Enfin  les  quatre  sphères  dont  il  s'agit 
se  réduiront  évidemment,  si  l'on  pose  p  =  o,  à  celles  qui,  étant  dé- 
crites des  centres  C,  C  ,  C,,  C„,  ont  pour  rayons 

par  conséquent  aux  quatre  sphères  données,  et,  si  l'on  pose  ±p  =  r, 
aux  quatre  sphères  qui,  étant  décrites  des  mêmes  centres,  auront 
pour  rayons  les  valeurs  numériques  des  quantités 

>.r,     r,±r,     r„±  r,     rm±.  r. 

Donc,  pour  trouver  une  sphère  (/ni  en  louche  quatre  autres,   décrites 
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des  centres  C,  C  ,  Cw,  ('.„,  avec  les  rayons  r,  t\,  ru,  rm,  il  suffira  de  recourir 
à  la  règle  suivante  : 

Déterminez  le  centre  radical  O  correspondant  au  système  des  quatre 
sphères  données,  puis  le  centre  radical  A  de  quatre  nouvelles  sphères  qui, 
étant  respectivement  concentriques  aux  quatre  premières,  offrent  pour 
rayons  les  valeurs  numériques  des  quantités 

■>.  r,      r,  ±  r,      /■„  ±  r,      r,„ ±  r. 

Enfin  joignez  le  point  0  au  milieu  B  de  la  distance  CA.  La  droite  OB 
ainsi  tracée  coupera  la  première  des  sphères  données  en  deux  points  T, 
dont  chacun  pourra  être  considéré  comme  un  point  de  contact  de  cette 
sphère  et  d'une  sphère  nouvelle  qui  louchera  les  quatre  premières.  De  plus, 
le  centre  de  la  nouvelle  sphère  sera  le  point  où  le  rayon  CT,  prolongé  s'il 
est  nécessaire,  rencontrera  la  droite  OA. 

Il  est  bon  d'observer  que,  eu  égard  au  double  signe  renfermé  dans 

chacun  des  binômes 

r,±r,     r„±r,     rm±r, 

le  nombre  des  positions  différentes  que  pourra  prendre  la  droite  OB 
sera 

Comme  d'ailleurs,  dans  chacune  de  ses  positions,  la  droite  OB  coupera 
la  première  des  sphères  données  en  deux  points  an  plus,  il  est  clair 
que  le  nombre  des  sphères  tangentes  à  quatre  sphères  données  ne  sur- 
passera jamais  le  nombre 

2*  =  l6. 

On  pourrait,  au  lieu  de  s'arrêter  aux  formules  |  i  >  et  (  ]),  chercher 
à  déduire  de  ces  formules  les  équations  mémo  dvs  droites  OA,  OB. 
Alors,  en  raisonnant  comme  dans  la  recherche  du  cercle  tangent  à 
trois  cercles  donnés,  on  se  trouverait  conduit  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

Soient 

R,     R„     R,„     H 
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ce  que  deviennent 

''*.  <&,>         «&„!  &W 

quand  on  y  pose  p  =  o.  Soient  encore 

K,,    K„,     K,„ 
ce  que  deviennent 

&;,         &„,         &„, 

quand  on  y  pose  simultanément 

x  —  a,        y  —  b,         ±  p  =  —  /•. 
Les  équations  de  la  droite  OA  pourront  être  réduites  à  la  formule 

K        S\        SX  —  Si       &,„  —  Si 


(5) 


R, -R     "R„  — R~~  R„  — R* 


et,  si  l'on  désigne  par  x,  y,  s,  non  plus  les  coordonnées  courantes  de  la 
droite  OA,  mais  celles  de  la  droite  OB,  les  équations  de  cette  dernière 
droite  seront  celles  que  comprend  la  formule 

R,-R       R„-R       R,      R 


(6 


K,  k  k 


Si  d'ailleurs  on  observe  que  R,  R,,  Rv,  Rw  représentent  les  carrés  des 
tangentes  menées  d'un  point  extérieur  (x,  y,  z)  aux  sphères  données, 
et  K;,  K„,  Kw  les  carrés  des  tangentes  qui  sont  communes  à  la  première 
sphère  et  aux  trois  autres,  on  se  trouvera  immédiatement  conduit,  par 
la  formule  (6),  aux  solutions  qu'a  données  M.  Gërgonnc  du  problème 
énoncé,  en  les  tirant  d'une  analyse  qui  s'accorde  au  fond  avec  celle  à 
laquelle  nous  venons  de  recourir. 


249. 
Statistique. 

C.  R.,  T.  XVIII,  p.  88)  (i3  mai  iSji  i. 

M.  Augustin  Cauchy  présente  à  l'Académie  deux  opuscules  qu'il 
\  ienl  de  publier. 
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Le  premier  opuscule  a  un  rapport  manifeste  avec  les  travaux  de  Sta- 
tistique dont  se  sont  plusieurs  fois  occupés  des  membres  de  l'Aca- 
démie. 11  a  pour  titre  :  Considérations  sur  les  moyens  de  prévenir  les 
crimes  et  de  réformer  les  criminels. 

M.  Cauchy  explique  à  quelle  occasion  cet  opuscule  a  été  composé. 

Appelé  à  faire  partie  du  jury  près  la  cour  d'assises  du  département 
de  la  Seine,  pour  la  dernière  session  de  l'année  i843,  M.  Cauchy  avait 
concouru  à  la  rédaction  d'une  Note  que  les  jurés  adressèrent  à 
M.  le  Ministre  de  la  Justice.  Cette  Note  était  conçue  dans  les  termes 
suivants  : 

\ote  sur  l'urgente  nécessité  d'une  réforme  dans  le  mode  actuel 
de  répression  des  délits  et  des  crimes. 

Les  jurés  dn  département  de  la  Seine,  membres  du  jury  près  la  cour 
d'assises  pour  la  dernière  session  de  l'année  i843,  après  avoir  mûre- 
ment réfléchi  sur  les  obligations  que  la  loi  leur  impose  dans  les  fonc- 
tions qu'ils  sont  appelés  à  remplir,  ont  cru  qu'un  devoir  sacré  pour 
eux  était  de  faire  connaître  à  M.  le  Ministre  de  la  Justice,  au  Gouver- 
nement et  aux  Chambres,  la  cruelle  alternative  dans  laquelle  ils  se 
trouvent  habituellement  placés,  en  raison  du  mode  actuel  de  répres- 
sion des  délits  et  des  crimes.  Après  avoir  juré  devant  Dieu  et  devant 
les  hommes  de  ne  trahir  ni  les  intérêts  de  l'accusé,  ni  ceux  de  la  société 
qui  l'accuse,  les  jurés  ont  la  douleur  de  ne  pouvoir  satisfaire  ni  à  l'un 
ni  à  l'autre  de  ces  deux  intérêts,  simultanément  compromis  par  la 
législation  pénale  existante.  Si  le  jury  acquitte  un  coupable,  la  société 
n'est  point  vengée,  et  il  est  fort  douteux  que  le  repentir  que  l'accusé  a 
pu  témoigner  à  l'audience  soit  assez,  persévérant  pour  le  prémunir 
contre  la  tentation  de  commettre  de  nouveaux  crimes.  Le  jury  le  con- 
damne-t-il?  Ce  sera  bien  pis  encore,  surtout  si  l'accusé  est  novice  ci 
comparait  pour  la  première  fois  devant  la  cour  d'assises.  Le  bienfait 
d'une  bonne  éducation  lui  avait  manqué.  H  va  maintenant  recevoir 
des  leçons  de  crime;  et  la  prison  fera,  d'un  homme  entraîné  par  de 
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mauvaises  passions  ou  de  mauvais  exemples,  un  scélérat  par  prin- 
cipes, un  scélérat  consommé.  Non  seulement  nos  prisons  actuelles  ne 
corrigent  pas,  mais  elles  dépravent;  cela  est  hors  de  doute.  Elles  rendent 
à  la  société  des  citoyens  beaucoup  plus  dangereux  que  ceux  quelles  en  ont 
reçus  {  '  ). 

D'après  ces  faits  irrécusables,  on  ne  doit  pas  s'étonner  de  la  pro- 
gression effrayante  des  délits  et  des  crimes  qui  se  multiplient  de  telle 
manière  que,  de  i83o  à  18/41,  le  nombre  des  poursuites  judiciaires 
s'est  élevé  de  (12000  à  9G000  (2). 

Pour  arrêter  cette  multiplication  des  délits  et  des  crimes,  il  fau- 
drait évidemment  :  i°  procurer  aux  enfants  des  classes  pauvres,  et 
surtout  à  ceux  qui,  élevés  dans  la  misère  et  dans  le  vice,  deviendront 
plus  tard  le  fléau  de  la  société,  la  bonne  éducation  dont  ils  sont  géné- 
ralement privés; 

■2°  Soustraire  les  prévenus  et  les  condamnés  aux  leçons  du  crime 
qu'ils  reçoivent  dans  les  prisons; 

3°  Faciliter  la  réforme  des  condamnés-  et  leur  retour  au  bien,  en 
leur  faisant  donner  dans  les  prisons  la  bonne  éducation  dont  ils  ont 
été  généralement  privés  avant  leur  condamnation; 

V  Prendre  des  mesures  telles  que,  parmi  les  coupables,  chacun  de 
ceux  qui  rentrent  dans  la  vie  commune  après  l'expiration  de  leur 
peine  ne  soit  pas  considéré  et  ne  se  considère  pas  lui-même  comme 
un  ennemi  de  la  société. 

N'existc-t-il  aucun  moyen  d'obtenir  en  France  les  améliorations  et 
les  réformes  que  nous  venons  d'indiquer?  Répondre  négativement,  ce 
serait  faire  injure  à  notre  patrie,  à  cette  France  qui  s'est  toujours  mon- 
trée jalouse  de  marcher  à  la  tête  de  la  civilisation  européenne;  lorsque 
les  ressources  précieuses  qu'offrent  des  institutions  toutes  françaises 
deviennent    la   garantie  de  succès  déjà  constatés   par  l'expérience; 


1  1  1  Les  paroles  soulignées  sont  extraites  du  Rapport  fait  en  1843,  au  nom  de  la  Com- 
mission chargée  d'examiner  le  projet  de  loi  sur  les  prisons,  par  M.  de  TocqueviUe,  député 
de  la  .Manche  i  page   si  1. 

1  /  oir  le  Rapport  cité,  page  3. 
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lorsque  la  maison  centrale  de  Nîmes,  lorsque  les  colonies  agricoles 
de  Marseille  et  de  Mettray  prouvent  d'une  manière  invincible  la  pos- 
sibilité d'obtenir  la  réforme  des  prisons  et  même  la  réforme  des  cri- 


minels. 


En  priant  M;  le  Ministre  de  la  Justice  de  vouloir  bien  ordonner 
ou  provoquer  les  mesures  administratives  et  législatives  qui  doivent 
assurer  le  succès  d'une  réforme  devenue  nécessaire  dans  le  mode 
actuel  de  répression  des  délits  et  des  crimes,  en  réclamant  pour  cet 
objet  le  encurs  du  Gouvernement  et  des  Chambres,  le  concours  des 
Conseils  municipal  et  départemental  de  la  ville  de  Paris,  et  même  de 
toutes  les  villes  de  France;  enfin  le  concours  des  jurés  qui  leur  suc- 
céderont dans  les  pénibles  fonctions  qui  leur  sont  confiées;  les  sous- 
signés ont  la  douce  satisfaction  de  songer  qu'ils  remplissent  un  devoir 
qui  leur  est  prescrit  par  l'intérêt  général  de  leurs  concitoyens,  et  que 
leur  pensée  sera  comprise  par  les  Français  de  toutes  les  opinions  et  de 
tous  les  partis. 

Après  avoir  revêtu  de  leurs  signatures  la  Note  qu'on  vient  de  lire, 
los  jurés  avaient  chargé  cinq  d'entre  eux  de  faire  les  démarches  qui 
pouvaient  être  utiles  pour  la  réalisation  des  vœux  exprimés  dans  cette 
Note.  La  Commission  instituée  à  cet  effet  se  trouvait  composée  de 
MM.  Edouard  Thayer,  membre  du  Conseil  général  du  département  de 
la  Seine;  le  baron  Augustin  Cauchy,  membre  de  l'Institut;  Érard; 
Reiss,  docteur  médecin,  et  Rousselle-Charlard,  juge  suppléant  au  tri- 
bunal de  Commerce. 

M,  le  baron  Zangiacomi,  président  de  la  Cour  d'assises,  avait  bien 
voulu  accepter  la  proposition  de  transmettre  lui-même  la  Note  signée 
par  MM.  les  jurés  à  .M.  le  Ministre  de  la  Justice. 

M.  Augustin  Cauchy  fut  charge  par  la  Commission  de  communiquer 
cette  Note  à  M.  de  Tocqueville,  membre  de  l'Institut,  cl  rapporteur 
du  projet  de  loi  sur  les  prisons.  Celui-ci  témoigna  le  ^v  de  lire 

quelques  réflexions  que  M.  Cauchy  avait  tracées  sur  le  papier,  e[  qui 

étaienl  en  quelque  surir  u„  développement  de  la  Note  elle-même. 
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M.  Cauchy  s'empressa  de  les  lui  remettre,  et  quelques  jours  plus  tard 
il  reçut  la  Lettre  suivante  : 

Monsieur,  j'ai  lu  attentivement  le  manuscrit  que  vous  avez  bien  voulu  me 

confier.  Cette  lecture  a  été  pour  moi  d'un  intérêt  extrême,  et  je  ne  puis  trop 

vous  remercier  de  tn'avoir  permis  de  la  faire.  Je  pense  que  la  publication  de 

cet.  opuscule  servirait  puissamment  la  cause  de  la  réforme. 

\  cuillez,  etc., 

Alexis  de  Tocqce ville. 

Paris,  ce  i5  avril  i844- 

Ainsi,  en  publiant  les  considérations  qu'il  présente  à  l'Académie, 
M.  Cauchy  ne  fait  autre  chose  que  se  conformer  au  vœu  exprimé  par 
l'honorable  rapporteur  du  projet  de  loi  sur  les  prisons. 

Le  second  opuscule,  présenté  par  M.  Augustin  Cauchy,  a  pour 
titre  :  Mémoire  à  consulter,  adressé  aux  membres  des  deux  Chambres. 
Ce  Mémoire  se  rattache  à  la  question  que  l'auteur  avait  déjà  traitée 
dans  l'Ouvrage  précédemment  offert  à  l'Académie  ('),  et  intitulé  : 
Considérations  sur  les  ordres  religieux,  adressées  aux  amis  des  sciences. 


250. 

Analyse  mathématique.  -  -  /{apport  sur  un  Me/noire  de  M.  Laurent, 
relatif  au  calcul  des  variations. 

C.    \{.,   T.    XVIII,   p.   920   (20   mai  1844  )- 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Liouville  et  moi,  de  lui  rendre 
compte  d'un  Mémoire  de  M.  Laurent  qui  a  pour  titre  :  Mémoire  sur 
le  calcul  des  variations. 

L'Académie  se  rappelle  que,  dans  sa  séance  publique  du  i3  juil- 
let  i(S/|o,  elle  avait    proposé  pour  sujet  du  grand  prix  des  Sciences 

(»)  C.  I!..  T.  Wlll.  p.  476  118  mars  i8.',j  1. 
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mathématiques  la  question  suivante,  relative  au  calcul  des  variations  : 
Trouver  les  équations  aux  limites  que  l'on  doit  joindre  aux  équations  indé- 
finies pour  déterminer  complètement  les  maxima  et  minima  des  intégrales 
multiples.  Le  programme  exigeait  de  plus  des  exemples  de  l'application 
de  la  méthode  à  des  intégrales  triples. 

L'Académie  se  rappelle  encore  que,  parmi  les  Mémoires  envoyés  au 
concours,  l'un,  dont  l'auteur  était  M.  Sarrus,  a  remporté  le  prix, 
tandis  qu'un  autre,  dont  l'auteur  était  M.  Delaunay,  a  été  jugé  digne 
d'une  mention  honorable. 

Le  Mémoire  dé  M.  Laurent  a  été  adressé  à  l'Académie  après  l'expi- 
ration du  concours,  mais  avant  l'époque  à  laquelle  les  juges  du  con- 
cours ont  t'ait  connaître  le  résultat  de  leur  examen.  M.  Laurent  n'a 
donc  pu  avoir  aucune  connaissance  des  Mémoires  des  concurrents. 
Cette  circonstance  augmente  l'intérêt  qui  s'attache  à  son  travail. 

L'application  du  calcul  des  variations  à  la  recherche  des  maxima  et 
minima  des  intégrales  multiples  réclamait  avant  tout  de  nouvelles  for- 
mules d'intégration  par  parties  et  une  notation  nouvelle  qui  permit 
d'écrire  facilement  ces  nouvelles  formules.  Les  juges  du  concours 
avaient  particulièrement  remarqué  les  paragraphes  relatifs  à  ces  deux 
objets  dans  le  Mémoire  de  M.  Sarrus.  Les  paragraphes  correspondants 
du  Mémoire  de  M.  Laurent  sont  aussi  dignes  de  remarque.  Les  deux 
auteurs  ont  employé  des  méthodes  différentes  pour  établir  les  for- 
mules d'intégration  par  parties;  mais  ces  formules  sont  en  réalité  les 
mêmes  dans  les  deux  Mémoires,  quoiqu'elles  s'y  trouvent  écrites  à 
l'aide  de  deux  notations  distinctes.  Nous  ajouterons  que,  ces  formules 
une  fois  établies,  M.  Laurent  se  sert,  pour  obtenir  les  équations  aux 
limites,  de  raisonnements  analogues  à  ceux  dont  M.  Sarrus  avait  fait 
usage. 

D'ailleurs  le  Mémoire  de  M.  Laurent  renferme,  sur  les  diverses 
manières  de  vérifier  les  équations  aux  limites,  des  observations  qui 
ne  sont  pas  sans  intérêt. 

Nous  ne  dissimulerons  pas  que,  parmi  les  méthodes  employées  par 
M.  Laurent,  quelques-unes  peuvent  être  considérées  plutôt  comme  des 

OEuvret  de  C.  —  S.  I,  I.  VIII. 
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méthodes  d'induction  que  comme  des  méthodes  parfaitement  rigou- 
reuses. Mais  il  est  généralement  facile  de  constater  l'exactitude  des 
résultats  obtenus  par  ces  méthodes  qui,  pour  l'ordinaire,  permettent 
d'effectuer  assez  simplement  les  calculs. 

En  résumé,  nous  croyons  que  le  Mémoire  de  M.  Laurent  est  digne 
d'être  approuvé  par  l'Académie  et  d'être  inséré  dans  le  Recueil  des 
Savants  étrangers. 


251. 

Physique  mathématique.  —  Observations  à  l'occasion  d'une  Note 
de  M.  Laurent  (1). 

C.  R-,  T.  XVIII,  p.  9Î°  (20  mai  1844 )- 

M.  Cauchy  a  clairement  indiqué  la  méthode  rationnelle  à  l'aide  de 
laquelle  il  avait  recherché  les  conditions  analytiques  de  la  polarisation 
circulaire.  Il  a  dit  expressément,  dans  la  séance  du  i/i  novembre  1842  : 
Au  lieu  déformer  a  piuoiu  les  équations  différentielles  d'après  la  nature  des 
forces  et  des  systèmes  de  molécules  supposées  connus,  et  d'intégrer  ensuite 

(i)  Extrait  (l'une  Lettre  de  M.  Laurent  à  M.  Arago. 

La  théorie  do  la  polarisation  mobile  en  est  encore  aujourd'hui  au  point  où  l'a  laissée 
Kresncl.  M.  Cauchy,  il  est  vrai,  a  donné  des  équations  différentielles  propres  à  reproduire 
l'explication  de  ces  phénomènes  telle  que  l'a  présentée  l'illustre  physicien  que  je  viens  de 
citer;  mais  ces  équations  sont  purement  empiriques.  En  effet,  M.  Cauchy  les  a  formées 
en  admettant,  a  priori  précisément  ce  qu'il  sérail  très  important,  de  vérifier,  à  moins  que, 
dans  certains  systèmes  de  molécules,  les  mouvements  simples  polarisés  circulairement 
en  sens  contraire  se  propagent  nécessairement  avec  des  vitesses  différentes.  En  outre,  ces 
équations  empiriques  sont  incompatibles  avec  celles  qui  représentent  les  lois  des  mouve- 
ments d'un  système,  ou  môme  de  deux  systèmes  isotropes  de  points  matériels,  et  que. 
depuis  quatorze  ans,  M.  Cauchy  donne  comme  représentant  les  lois  des  mouvements  de 
la  lumière  dans  les  corps  diaphanes.  En  un  mot,  il  est  mathématiquement  impossible  que 
dans  un  système,  ou  même  deux  systèmes  isotropes  de  points  matériels,  deux  mouve- 
ments simples  polarisés  circulairement  en  sens  contraire  doivenl  nécessairement  se  pro- 
pager avec  des  vitesses  différentes.  Ainsi  donc,  si  l'on  adopte  l'hypothèse  de  points  maté- 
riels admise  sans  réserve  par  M.  Cauchj  pour  former  les  équations  du  mouvement  de  la 
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ces  équations  différentielles  pour  en  déduire  les  phénomènes  observes,  je 
me  suis  proposé  de  remonter  de  ces  phénomènes  aux  équations  des  mou- 
vements infiniment  petits.  Les  principes  généraux  qui  servent  à  la  solution 
de  ce  problème  sont  exposés  dans  le  premier  des  deux  Mémoires  que  j'ai 
l'honneur  de  soumettre  èi  /'  Académie.  Parmi  ces  principes,  il  en  est  deux 
surtout  qu'il  importe  de  signaler.  Un  premier  principe,  etc.  (voir  le 
Tome  XV  des  Comptes  rendus,  p.  r)i  i-c)i3)  ('). 

C'esl  en  s'appuyant  sur  les  principes  rappelés  dans  le  passage  dont 
nous  venons  de  transcrire  les  premières  lignes,  que  M.  Cauchy  a 
obtenu  les  conditions  analytiques  de  la  polarisation  circulaire.  Il  a 
dit,  page  <)i  i  :  Ces  conditions  se  réduisent  à  deux,  et,  pour  que  la  polari- 
sation d'un  rayon  lumineux  devienne  circulaire,  il  suffit  que  la  dilatation 
symbolique  du  volume  s'évanouisse  avec  la  somme  des  carrés  des  trois 
déplacements  symboliques  de  chaque  molécule.  Ces  conditions,  qui  étaient 
effectivement  vérifiées  dans  les  formules  données  par  M.  Cauchy,  ne 
devront  pas  cesser  de  l'être  si  le  mouvement  se  trouve  représenté 
par  des  équations  différentielles  qui  renferment  six  inconnues  au  lieu 
de  trois. 

M.  Laurent  observe  que  les  équations  différentielles  de  la  polarisa- 
tion chromatique  sont  incompatibles  avec  celles  qui  représentent  les  mou- 

lumière,  il  faut  nécessairement  admettre  que  l'explication  des  phénomènes  de  la  polari- 
;i  mobile  donnée  par  Fresnel  esl  inexacte,  ci  il  en  résulterail  une  objection  sérieuse 
contre  le  système  des  ondulations,  dont  toutes  les  formules  ne  pourraient  plus  être  con- 
sidérées que  comme  empiriques.  Voilà  l'étal  actuel  de  la  question.  Je  pense  que  vous  au 
moins.  Monsieur,  partisan  déclaré  du  système  des  ondulations,  non  seuli  menl  pour  repré- 
senter les  lois  des  phénomènes  lumineux,  mais  encore  pour  en  donner  l'explication  réelle. 
vous  verrez  avec  plaisir  que  l'explication  que  Fresnel  a  donnée  îles  importants  phéno- 
mènes de  polarisation  mobile  que  vous  avez  signalés  le  premier  est  une  conséquence 
nécessaire  de  l'hypothèse  de  molécules  à  dimension-;  sensibles.  Dans  le  Mémoire  que  j'ai 
l'honneur  de  vous  adresser,  je  ne  considère,  il  est  vrai,  qu'un  système  unique  de  sphé- 
roïdes: mais  li  uxquelles  j'arrive  subsistent,  si  l'on  considère  un  systi 
de  sphéroïdes  et  un  système  de  points  matériels  qui  coexistent  dans  une  portion  donnée 
de  l'espace,  il  est  donc  prouvé  que  les  molécules  des  corps  ont  des  dimensions  sensibles. 
J'attache  d'autant  plus  d'importance  à  ce  résultat,  qu'on  devra  nécessairement  admettre 
les  conséquences  vraiment  extraordinaires  qui  en  résultent,  el  que  je  me  propose  de  vous 
communiquer  au  fur  et  à  mesure  que  le  peu  de  loisirs  dont  je  dispose  me  permettra  de 
les  rédiger. 
('  i  Œuvres  de  Cauchy,  S.  I.  T.  VII,  p.  aoa. 
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vements  d'un  système  isotrope  de  points  matériels,  telles  que  M.  Cauchy 
les  a  données  dans  les  Exercices.  Celte  proposition  est  évidente  par 
elle-même,  puisque,  pour  passer  des  unes  aux  autres,  il  faut  faire 
évanouir  la  fonction  désignée  par  la  lettre  G  dans  le  Mémoire  du 
i4  novembre  1842  (t.  XV  des  Comptes  rendus),  et  que,  en  réduisant 
cette  fonction  à  zéro,  on  fait  précisément  disparaître  la  polarisation 
circulaire.  11  y  a  plus  :  dans  le  Mémoire  cité,  aussi  bien  que  dans  les 
nouvelles  recherclics  qu'il  a  présentées  à  l'Académie  le  22  avril  der- 
nier, M.  Caucliy  avait  déjà  signalé  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  espèces  d'équations,  dont  les  unes  se  réduisent  aux  autres 
lorsque  la  fonction  G  s'évanouit  (voir  le  tome  XV  des  Comptes  rendus, 
|).qtG)0). 

Ce  n'est  pas  tout.  Si  M.  Laurent  veut  bien  prendre  la  peine  de  relire 
attentivement  les  Mémoires  de  M.  Cauchy,  relatifs  à  la  polarisation 
circulaire  (i4  novembre  et  12  décembre  1842),  il  reconnaîtra  que 
l'auteur  n'y  a  pas  réduit  les  molécules  à  de  simples  points  matériels. 
M.  Cauchy  a  dit,  page  911  (2)  :  Le  nombre  des  coefficients  que  ren- 
ferment les  équations  des  mouvements  infiniment  petits  d'un  système 
de  molécules  se  trouvera  encore  considérablement  augmenté,  si ï on  tic  11 1 
compte,  avec  quelques  auteurs,  des  rotations  des  molécules,  ou,  avec  moi- 
même,  des  divers  atomes  qui  peuvent  composer  une  seule  molécule.  Enjin  il 
croîtra  de  nouveau,  si  l'on  considère  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  molé- 
cules au  lieu  d'un  seul,  etc.  M.  Cauchy  a  dit  encore,  dans  le  Mémoire 
du  12  décembre  18^2  (voirie  t.  XV  des  Comptes  rendus,  p.  1082)  (3)  : 
Soient,  au  bout  du  temps  t,  \,  Y],  '(  les  déplacements  d'une  molécule  ou 
plutôt  de  son  centre  de  gravité;  et  il  est  clair  qu'il  n'y  a  lieu  à  parler  du 
centre  de  gravité  d'une  molécule  que  dans  le  cas  où  cette  molécule  ne 
se  réduit  pas  à  un  simple  point  matériel. 

Reste  à  savoir  si  M.  Laurent  est  parvenu  à  établir  a  priori  les  équa- 
tions différentielles  de  la  polarisation  chromatique,  en  parlant  de  la 

(  ')  Œuvres  de  Caucliy,  S.  I.  T.  VIF,  p.  .>.o8. 
(2)  Ibid.,  p.  201. 
(3  )  Ibid.,  p.  >.  h.). 
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seule  considération  des  actions  mutuelles  de  molécules  dont  les  dimen- 
sions ne  sont  pas  supposées  nulles. 

Pour  se  former  à  ce  sujet  une  opinion  raisonnée,  il  sera  nécessaire. 
non  seulement  de  lire  avec  attention  la  Note  de  31.  Laurent,  mais  encore 
de  connaître  le  développement  des  calculs  dont  cette  Note  offre  seu- 
lement un  aperçu.  Si  M.  Laurent  a  effectivement  démontré  qu'on  peut 
obtenir  un  système  de  sphéroïdes  qui  présente  les  phénomènes  de  la 
polarisation  circulaire,  cette  proposition  constituera,  dans  la  théorie 
de  la  polarisation,  un  nouveau  progrès  auquel  M.  Cauchy  s'empressera 
d'applaudir. 


252. 

Physique  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  polarisation 

chromatique. 

C.  R.,  T.  XVIII,  p.  g6i  (27  mai  1844). 

Une  Lettre  de  M.  Laurent,  lue  en  partie  seulement  à  la  dernière 
séance,  mais  insérée  tout  entière  dans  le  Compte  rendu,  commence  pin- 
ces mots  :  La  théorie  de  la  polarisation  mobile  en  est  encore  aujourd'hui 
au  point  où  l'a  laissée  Fresnel.  Pour  savoir  si  cette  proposition  est 
exacte,  voyons  d'abord  ce  qui  doit  constituer  une  théorie. 

Si  nous  ignorons  l'essence  intime  de  la  matière,  nous  pouvons  du 
moins  observer  les  phénomènes  qui  se  produisent  sous  nos  yeux,  et  en 
étudier  les  phases  diverses.  Or  la  théorie  d'un  phénomène  est  généra- 
lement censée  connue,  quand  on  est  parvenu  à  la  connaissance  des 
lois  qui  le  régissent.  D'ailleurs  la  découverte  de  ces  lois  n'est  pas 
ordinairement  L'affaire  d'un  jour,  ni  le  fruit  des  recherches  d'un  seul 
homme.  Le  plus  souvent  on  commence  par  déduire  de  l'observation, 
non  pas  les  lois  véritables,  mais  des  lois  approchées;  plus  lard,  à  l'aide 
du  calcul,  on  découvre  les  modifications  ou  perturbations  que  doivent 
subir  ces  mêmes  lois.  Ainsi,  par  exemple,  en  Astronomie,  Kepler  a 
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déduit  de  l'observation  les  lois  du  mouvement  elliptique  des  planètes; 
mais,  comme  en  réalité  les  orbites  planétaires  ne  sont  pas  de  véritables 
ellipses,  le  mouvement  elliptique  se  trouve  altéré  par  des  perturba- 
tions dont  le  calcul  est  l'objet  principal  de  diverses  méthodes  inven- 
tées par  les  géomètres.  De  même,  en  étudiant  le  phénomène  de  la 
réfraction  des  rayons  lumineux  produite  par  la  surface  d'un  corps  iso- 
phane,  Descartes  a  conclu  de  ses  expériences  que  le  sinus  d'incidence 
est  proportionnel  au  sinus  de  réfraction;  et  par  suite  le  rapport  de  ces 
deux  sinus,  ou  l'indice  de  réfraction,  a  dû  être  considéré  comme  une 
constante  dont  la  valeur  pouvait  s'exprimer  en  chiffres  pour  chaque 
substance.  Mais,  en  y  regardant  de  plus  près,  on  a  reconnu  que  cet 
indice  variait  pour  un  même  corps,  quoique  dans  des  limites  assez  res- 
treintes, avec  la  nature  delà  couleur;  et  dès  lors  il  importait  de  décou- 
vrir les  lois  de  cette  variation.  Ce  problème  offrait  d'autant  plus 
d'intérêt  que  la  dispersion  de  la  lumière  était  regardée,  par  les  parti- 
sans du  système  de  l'émission,  comme  une  objection  grave  contre  le 
système  des  ondulations  lumineuses.  On  sait  que  cette  objection  est 
maintenant  résolue.  Je  suis  parvenu,  en  i83o,  à  établir  les  lois  de  la 
dispersion  de  la  lumière.  En  vertu  de  ces  lois,  que  j'ai  développées 
dans  les  Nouveaux  Exercices  de  Mathématiques  ('),  les  différences 
entre  les  indices  de  réfraction  correspondants  à  diverses  couleurs 
sont  sensiblement  proportionnelles  aux  différences  entre  les  nombres 
inverses  des  carrés  des  longueurs  d'ondulation  dans  l'air  ou  dans  le 
vide.  Cette  conséquence  de  la  théorie  de  la  dispersion  est  effectivement 
conforme  aux  résultats  des  expériences  de  Fraunhofer,  comme  on 
peut  le  voir  dans  le  Mémoire  que  j'ai  présenté  à  l'Académie  le  [2  dé- 
cembre 1842  (2). 

En  Physique,  aussi  bien  qu'en  Mécanique,  les  lois  d'un  phénomène 
se  trouvent  ordinairement  représentées  par  les  intégrales  de  certains 
systèmes  d'équations  différentielles.  Donc  alors  la  connaissance  de  ces 
équations  el  de  leurs  intégrales  constitue  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 

i  i)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  X. 

(  -)  Œuvres  de  Cauchy,  S.  I,  T.  VII,  p.  212  et  suiv. 
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théorie  complète  du  phénomène.  Ainsi,  par  exemple,  en  Astronomie, 
le  principe  de  la  gravitation  universelle  fournit  immédiatement  les 
équations  différentielles  des  mouvements  planétaires;  et  la  théorie  de 
ces  mouvements  se  trouvera  portée  au  plus  haut  degré  de  perfection 
qu'elle  puisse  atteindre,  lorsque  les  géomètres  seront  parvenus  à  for- 
mer, dans  tous  les  cas,  avec  le  moins  de  travail  possible,  les  intégrales 
de  ces  équations  différentielles.  Pareillement,  la  théorie  mathématique 
de  la  dispersion  se  trouve  comprise  tout  entière  dans  certaines  équa- 
tions différentielles  linéaires  dont  j'ai  donné  la  forme  et  les  intégrales. 
savoir,  dans  les  équations  qu'on  obtient  quand  on  considère  d'abord, 
comme  je  l'avais  fait  en  1827  et  1828,  les  mouvements  infinimenl 
petits  d'un  système  quelconque  de  points  matériels  sollicités  par  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  et  quand  on  introduit 
ensuite  dans  le  calcul  les  conditions  qui  expriment  que  le  système 
devient  isotrope,  comme  je  l'ai  fait  dans  les  Nouveaux  Exercices  et  dans 
divers  Mémoires  présentés  à  l'Académie. 

Appliquons  maintenant  les  notions  générales  que  nous  venons  de 
rappeler  au  phénomène  de  la  polarisation  chromatique. 

En  étudiant  ce  phénomène,  découvert,  comme  l'on  sait,  parM.Arago, 
M.  Hiot  a  reconnu  que,  si  l'on  fait  tomber  un  rayon  polarisé  sur  une 
plaque  de  cristal  de  roche  taillée  perpendiculairement  à  l'axe,  le  plan 
de  polarisation  tournera  proportionnellement  à  l'épaisseur  de  la  lame, 
et  avec  une  vitesse  angulaire  qui  sera  différente  pour  les  diverses  cou- 
leurs. Par  suite,  ainsi  que  l'a  remarqué  Fresnel,  le  rayon  qui  traverse 
la  plaque  pourra  être  considéré  comme  résultanl  de  la  superposition 
de  deux  rayons  simples,  polarisés  circulairement,  mais  doués  de 
vitesses  de  propagation  différentes.  Il  y  a  plus  :  M.  Biol  a  conclu  d'ex- 
périences faites  avec  beaucoup  de  précision  que,  pour  des  rayons  pola- 
risés de  couleurs  diverses,  les  indices  de  rotation  sont,  à  très  peu  près, 
réciproquement  proportionnels  aux  canes  des  longueurs  d'accès.  Tou- 
tefois cette  loi  cesse  d'être  exacte,  ainsi  que  M.  Biol  l'a  remarqué 
lui-même,  quand  on  substitue  au  cristal  de  roche  certains  liquides 
isophanesqui  présentent  aussi  le  phénomène  de  la  polarisation  chro- 
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matique.  Mais  comment  la  loi  trouvée  par  M.  Biot  doit-elle  être  alors 
modifiée?  En  d'autres  termes,  quelles  sont  les  lois  de  ce  qu'on  peut 
appeler  la  dispersion  circulaire?  C'est  pour  arriver  à  les  découvrir,  s'il 
élait  possible,  que  j'ai  imaginé  la  méthode  rationnelle  qui  se  trouve 
exposée  dans  mon  Mémoire  du  i4  novembre  1842.  Cette  méthode  est 
fondée  sur  de  nouveaux  principes  qui  se  rapportent  à  la  Mécanique 
moléculaire  et  aux  phénomènes  représentés  par  des  systèmes  d'équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles,  par  conséquent  aux  phénomènes 
produits  par  les  mouvements  infiniment  petits  de  points  matériels  ou 
même  de  molécules  à  dimensions  finies.  Parmi  ces  principes,  il  en  est 
un  surtout  qui  me  paraissait  digne  de  remarque.  Je  prouvais  que,  si 
un  mouvement  infiniment  petit,  propagé  dans  un  milieu  donné,  peut  être 
considéré  comme  résultant  de  la  superposition  de  plusieurs  mouvements 
simples,  chacun  de  ceux-ci  pourra  encore  se  propager  dans  ce  même 
milieu,  pourvu  toutefois  que  les  mouvements  simples,  superposés  les  uns 
aux  autres,  soient  en  nombre  fini,  et  correspondent  à  des  symboles  carac- 
téristiques différents.  Il  résultait  de  ce  principe  que,  dans  la  polarisa- 
tion chromatique,  les  deux  rayons  simples,  polarisés  circulairement, 
sont  bien  réellement  deux  rayons  distincts  dont  chacun  peut  être  po- 
larisé circulairement  par  le  milieu  soumis  à  l'expérience.  Mais  ce  n'est 
pas  tout  :  la  méthode  rationnelle  que  j'avais  imaginée  pour  remonter 
des  phénomènes  aux  équations  linéaires  qui  peuvent  les  représenter 
m'avait  fourni,  d'une  part,  les  conditions  analytiques  de  la  polarisation 
circulaire,  et,  d'autre  part,  les  équations  linéaires  de  la  polarisation 
chromatique.  D'ailleurs,  ces  dernières  équations  étant  formées,  j'ai  pu 
en  déduire  les  lois  de  la  dispersion  circulaire  dans  les  milieux  qui 
offrent  le  phénomène  de  la  polarisation  chromatique,  et  obtenir  ainsi. 
dans  le  Mémoire  du  12  décembre  1842,  la  théorie  mathématique  de  ce 
phénomène.  En  vertu  de  ces  lois,  si  l'on  multiplie  les  indices  de  rota- 
lion  relatifs  aux  diverses  couleurs  parles  carrés  des  longueurs  d'ondu- 
lations correspondantes  à  ces  mêmes  couleurs,  les  différences  entre 
les  produits  ainsi  formés  seront  représentées  par  des  séries  dont  les 
premiers  termes  seront   entre  eux   comme  les  différences   entre   les 
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carrés  do  nombres  réciproquement  proportionnels  aux  longueurs  des 
ondulations.  Ces  deux  espèces  de  différences  seront  donc  proportion- 
nelles les  unes  aux  autres,  si  l'on  réduit  les  séries  à  leurs  premiers 
termes.  Or  ce  résultat  remarquable  se  trouve  précisément  d'accord 
avec  les  résultats  numériques  des  expériences  de  M.  Biot  sur  l'acide 
tartrique  étendu  d'eau. 

La  théorie  de  la  dispersion  circulaire,  qui  devait  nécessairement 
entrer  dans  la  théorie  complète  de  la  polarisation  chromatique,  et  qui 
détermine  ce  qu'on  peut  appeler  les  perturbations  de  ce  phénomène,  n'a 
été  assurément  ni  établie,  ni  même  indiquée  par  Fresnel.  Si  donc 
M.  Laurent  considère  la  théorie  de  la  polarisation  mobile  comme  étant 
encore  au  point  où  l'a  laissée  Fresnel,  je  devais  penser  qu'à  ses  yeux 
ma  théorie  de  la  dispersion  circulaire  est  inexacte.  A  la  vérité,  en 
lisant  sa  Lettre  imprimée  dans  le  dernier  Compte  rendu,  j'ai  pu  croire 
un  instant  qu'il  obtenait,  pour  représenter  la  polarisation  chroma- 
tique, des  équations  distinctes  de  celles  auxquelles  j'étais  parvenu. 
Celles  qu'il  donne  paraissent,  au  premier  abord,  renfermer  six  incon- 
nues au  lieu  de  trois.  Mais,  dans  l'application  qu'il  en  fait  à  la  polari- 
sation chromatique,  les  trois  dernières  inconnues  se  réduisent  aux 
trois  premières,  et  l'on  se  trouve  ramené  aux  équations  que  j'avais 
obtenues.  C'est  ce  dont  M.  Laurent  lui-même  pourra  facilement  s'as- 
surer, en  comparant  ses  formules  aux  miennes;  et  alors  il  reconnaîtra 
que  ses  formules  doivent  donner,  pour  la  polarisation  chromatique, 
précisément  les  lois  auxquelles  j'étais  parvenu  dans  le  .Mémoire  du 
12  décembre  1 8  '|  - • 

La  seule  question  qui  reste  encore  indécise  consiste  à  savoir  quelle 
doit  être  la  constitution  d'un  système  de  molécules  et  la  nature  de  leurs 
actions  mutuelles,  pour  que  les  mouvements  infiniment  petits  de  ce 
Mstènie  puissent  être  représentés  par  les  équations  différentielles  de 
la  polarisation  chromatique.  C'est  en  cherchant  à  résoudre  cette  ques- 
tion que  j'avais  construit,  dans  le  Mémoire  du  5  décembre  1842  ('), 

('  )  OEuvres  de  Cauchy,  S.  Il,  T.  VII,  p.  21t. 

OJÎuvresdeC.—  S.  I,  l.  W\l.  28 
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les  formules  que  j'ai  reproduites  dans  le  Compte  rendu  delà  séance  du 
22  avril  i8Vi,  et  qui  représentent  les  mouvements  d'un  système  de 
molécules  à  dimensions  finies.  J'avais  même  conclu  de  ces  formules 
que,  dans  le  cas  où  le  système  devient  isotrope,  et  où  l'on  néglige  les 
termes  du  même  ordre  que  les  cubes  des  dimensions  des  molécules, 
les  mouvements  infiniment  petits  des  centres  de  gravité  sont  repré- 
sentés par  des  équations  semblables  à  celles  que  fournirait  un  système 
de  points  matériels.  Donc,  dans  ce  cas,  ce  système  de  molécules  était 
incapable,  comme  un  système  de  points  matériels,  de  produire  la  pola- 
risation chromatique.  Ainsi,  relativement  à  la  dernière  question  que 
je  viens  d'énoncer,  j'étais  arrivé  seulement  à  exclure  certains  systèmes 
moléculaires  et  à  établir  des  propositions  négatives.  M.  Laurent  est-il 
effectivement  parvenu  à  trouver  des  systèmes  qui  fournissent  les 
équations  obtenues?  C'est  ce  que  je  me  propose  d'examiner  dans  un 
autre  article. 

Analyse. 
§  I.  —  Sur  les  équations  différentielles  de  la  polarisation  chromatique. 

Considérons  un  mouvement  infiniment  petit  du  fluide  éthéré  dans 
un  milieu  isophane.  Nommons  m  la  molécule  d'éther  qui  coïncidait 
primitivement  avec  le  point  dont  les  coordonnées  rectangulaires  étaient 
x, y,  z;  et  supposons  que,  au  bout  du  temps  t,  l'on  représente  par  H, 
y],  '(  les  déplacements  de  cette  molécule,  ou  plutôt  de  son  centre  de 
gravité,  mesurés  parallèlement  aux  axes  des  x,  y,  z.  Soit  encore 

y  =  Dx£  +  DyY)H-D;Ç. 

D'après  la  théorie  que  nous  avons  exposée  dans  les  Mémoires  des 
\\  novembre  et  12  décembre  1842,  les  équations  linéaires  propres  à 
représenter  le  phénomène  de  la  polarisation  chromatique  seront  de  la 
forme 

j  (D|-E)Ç-FDa.u=:G(Darj-DyÇ). 

]  (D?  -  E) y)  -  F  \)yj  =  G (DXÇ  -  I),  \  ), 

(D?  -  E)Ç  -  FDzj  =  G(Dy£  -  D*ti), 
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E,  F,  G  désignant  trois  fonctions  entières  de  la  somme 

DS+D2  +  D2     («). 

Comparons  maintenant  les  formules  (i)  avec  celles  que  fournil 
l'analyse  de  M-.  Laurent. 

Supposons  que,  les  rotations  des  molécules  étant  infiniment  petites, 
comme  leurs  déplacements,  la  rotation  infiniment  petite  de  la  molé- 
cule m  soit  représentée,  au  bout  du  temps  /,  par  l'angle  0;  et  nom- 
mons 

les  produits  de  cet  angle  infiniment  petit  par  les  cosinus  des  angles 
que  forme  l'axe  de  rotation  avec  les  axes  des  x,  y,  z.  Les  trois  quan- 
tités À,  u.,  v  seront  trois  angles  infiniment  petits,  propres  à  mesurer  ce 
qu'on  appelle  les  rotations  de  la  molécule  autour  des  axes  des  x,  y 
et  z.  Soit  d'ailleurs 

Les  équations  que  M.  Laurent  a  données  dans  le  Compte  rendu  de  la 
séance  du  20  mai  (p.  938)  pourront  être  simplifiées  par  des  change- 
ments de  notation  et  réduites  aux  formules 

,  (D2  -  E  )l-  F  Dxj  =  G  (Dsli  -  l)y  v  ), 

(2 )  ■   (I),2  -  E  )tj  -  F  Dyj  =  G  ( D^v  -  l):  >.  ), 
'  (D2  -  E  )Ç  -  FD3y  =G  (l)r>.  -  Dx[x); 

t  (D?  -  E,)>.  -  F,I)X?  =  G,(D,m  -  DrÇ  ), 

(3)  (Dl»-E,)ïi-FlDr9  =  G,(D«Ç-Ds|). 
I  (D*  -  E#)v  -  F,DC?  =  G,(Dy£  -  D.tq), 

(')  Dans  le  Mémoire  du  14  novembre  1842  (voir  le  Tome  XV  des  Comptes  rendus. 
p.  91  C>  («),  nous  avons  supposé  que  le  terme  indépendant  de  la  somme  DJ  -  I)2  —  DJ 
s'évanouissait  dans  la  fonction  E.  Cette  supposition  n'est  pas  une  conséquence  nécessaire 
îles  conditions  analytiques  do  la  polarisation  circulaire  énoncées  dans  le  même  Mémoire 
[p.  9 1  ">  («)];  mais  elle  donne  des  résultats  conformes  à  ceux  que  fournissent  les  expé- 
riences, et  d'ailleurs  elle  se  vérifie  toujours  quand  la  polarisation  chromatique  disparait. 

(«)  Œuvres  de  Cnucliy,  S.  I,  T.  Vil,  p.  208  Cl  20C 
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E,  F,  G;  E;,  F  ,  G,  désignant  des  fonctions  entières  de  la  somme 

D1-+-D*-+-DJ. 

Or,  pour  déduire  de  ces  équations  le  phénomène  de  la  polarisation 
chromatique,  M.  Laurent  considère  le  cas  où  l'on  aurait 

(4)  E,=E,        G,=  G. 

Alors  on  satisfait  aux  équations  (2)  ou  (3)  en  prenant 
(.1)  u  =  o 

et,  de  plus, 

(6)  X  =  £,         P  =  *l,         v  =  Ç, 

(7)  9  =  u  =  o. 

Les  conditions  (5),  (6),  (7)  se  trouvent  effectivement  remplies  dans 
les  formules  définitives  auxquelles  parvient  M.  Laurent.  Or  les  condi- 
tions (6)  réduisent  évidemment  les  équations  (2)  aux  équations  (1). 

§  IL  —  Sur  les  équations  d'équilibre  et  de  mouvement  d'un  système 

de  molécules. 

Les  équations  que  j'ai  reproduites  dans  la  séance  du  22  avril  der- 
nier, en  les  extrayant  du  cahier  paraphé  par  M.  Arago  à  la  séance  du 
5  décembre  1842,  se  trouvaient  appliquées,  dans  ce  même  cahier,  au 
cas  où,  pour  chacune  des  molécules  que  l'on  considère,  les  moments 
d'inertie  relatifs  au  centre  de  gravité  sont  tous  égaux  entre  eux,  et  où 
l'on  néglige  dans  le  calcul  les  termes  qui  sont  du  même  ordre  que  les 
cubes  des  dimensions  des  molécules.  Je  vais  reproduire  en  peu  de 
mots  cette  application;  et,  en  la  reproduisant,  je  conserverai  les  nota- 
tions dont  j'ai  l'ail  usage  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du  22  avril 
(p.  193,  i<)4)-  Seulement,  pour  abréger,  je  poserai 

n.r  =  r,  èy  =  g,  8z  =  3, 

J\x  -+-  b.J\x— :  »„         j\y  -4-  At/ij^p,,         <f[z  -+-  A  j\z  -.    j 
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et 

Cela  posé,  les  formules  (i),  (2),  (3)  des  pages  iç)3,  i()4  donneront 

(■)  ' 

I  <-  =  s22 (m)  m  t(A-~ + >>)x>  - (A^ + o*]/(o. 


la  valeur  de  t2  étant 

(2)  tî=(A.r  +  r)-r)2-h(Aj  +  i)1-D)-+(A-  +  3,— 3)s 

On  aura  d'ailleurs 

(3)  /-2  =  A„r2  +  A/2  +  A.-'2; 

et  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


(4) 


ç  =  (ï,—  t)  \x--h  (9,—  9)A/+  (3,  — 3)  Aj, 
T=(*,-0,H-(t/- »)•-»- U-3)«, 


la  formule  (2)  donnera 

(5) 

par  conséquent 

(6)  »  =  ,(,+ îî+î)*. 

Concevons  maintenant  que  l'on  développe  <  et  f(x  1  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  r,  et  que  dans  les  développements  on  néglige 
les  termes  comparables  aux  cubes  des  dimensions  des  molécules.  On 
trouvera 

Ç  17  I     Ç2 

x,z=r-\ 1 -, 

/•        2  /•        2  r3 
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Comme  on  aura  d'ailleurs 


(7) 


(8) 


l   2(m)r    =0'  2^m^    =0'  2^3    =  °' 


et,  par  suite, 

(9)  22^n,^m^  =  o' 

on  tirera  des  formules  (i) 

* = s  22(,n)  [m]  ! /(,)  +  h  f'ir)  +  &  [f"{r)  -  ^r]\ A* 

Ajoutons  que,  eu  égard  aux  formules  (4),  (7),  (H),  on  aura 

22^m^"^  =mm> 

22 (,n)  tm^T  -  m  2 (m)  (r'2+ ,,2+ y2)  +  m2  tm^ (*;2 + ";2  +  3'  ^ 

22  o»)  [»]«•= *  2 (m)  (r  Ax  +  '  Ay  +  3  Ac)2 

-H  m  2[w](*',Ar  +  i),A)'4-3,Ag)2, 

22  (m)[m]ç(r'— 0= m2  (m) r  (*  ^X  +  "  A/  +  3  Ac^ 

+m  2,-'"^'(r'A-r+,,'A->'+3'A3)' 

22  (m)  Emlç'  ~~~  m2  (in)'>(*'A.r -+-u  A>'  +  3  A;), 

2  2 (  ,n  )  ^"i  1 çi  =  : — '"  2  (  in  ) 3  ( r  A  r  +  " A y  ^ 3  Ac  )  ■ 
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D'autre  part,  les  formules  (7),  (8)  des  pages  195,  196  donneront 

s=ax+6y  +  )/z, 

(11)  }=a'x  +  6'y+  y'/., 

[  3  =  a'x  +  S"y  +  y"z: 

■  r,  =  (a  +A«  )x,+  (S  -+-  AS  )y,+  (y  -+-Ay  )z„ 

(12)  9/  =  (a'  +  Aa')x-,+  (ê'+A6')y/H-(/-hA/)z„ 

(  3  =  (a"+Aa")\,4-(S"-+-AS")y,+  (y"+A/)/.,: 

et,  puisque  les  coordonnées  x,  y,  z  ou  x,,  y,,  z,  se  rapportent  aux  axes 
principaux  menés  par  le  centre  de  gravité  de  la  molécule  m  ou  m,  on 
aura 

(2(m)-vz   =°'        2(m)zx    =°'        2(m)xy   =°' 

(.3) 

Cela  posé,  si  l'on  fait 

i  2^m)x2  — a'     2(m)y2  7-b'     i (m)z2  =c' 
c  1 4  )      J 

(  2['"]x;2==a"      2My?=ï>„      2  m*? 

on  trouvera 

2('n)r2     =aa»    ■+■  1)S2    -h  cys, 


2  — c 


(i5) 


(>6; 


2(m)w    =a«'a*4-bS'6'+cyy, 

2l>]«?    -:  »,(«  +  A«)«-t-  li,(c  +  AS)2 -+■  c,(y  +  A-/)2, 

l » 

2)  ['» ]•>,*,=  a,(«'-+-  Aa')  («"+  Aa")  +  b,(«'+  AS')  (6"-r-  AS') 

+  C,(/4-A/)(/'4-A/), 
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Dans  le  cas  particulier  où,  pour  chaque  molécule,  les  moments 

d'inertie  principaux  relatifs  au  centre  de  gravite  seront  égaux  entre 

eux,  on  aura 

a  =  b  =  c, 

a,=  b,=  c,. 
Alors  les  formules  (i5),  (16)  donneront 

2(»o*-2  =2(,n)"2  =2(m)3î 


a, 

2(m)W      =2(m)3ï      =^(m)n)      =o; 

(.8) 

f  2tm^'3'— 2  [mi*'r'=2f/,,^r'''=o; 

et  l'on  aura,  par  suite, 

22(m^"^T  =3(",a  -*-m»,)» 
22(m^m]ç2  =  (ma +ma/)A'î> 

22  (m)  Mç("  —  '#)  —  (wa+  ma,)  Aj-, 

22^m^m^S9z=— waAr» 

22 (m)  M" =— ma  Ac- 

Cela  posé,  les  formules  (io)  donneront 

(i9)  j  *  =  m  s [/n ^(/,) A^'      ;T  =  m  s [/"  i(r) Art»      &  :=  m  s im  * ('') A; I . 

'  C  =  °»  M-  =0,  dZ=  o, 

la  fonction  j(r)  étant  déterminée  par  la  formule 

(20)  mm#(r)  =  mm/(r)  +  —  ±  ^ /"(/•)  +  4  /'(')■ 

Lorsqu'on  suppose  les  molécules  réduites  à  des  points  matériels,  on 
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a  évidemment 

a  —  o,        a,     o 

et,  par  suite. 

j    r        f(r). 

Donc  cette  dernière  supposition  et  celle  que  nous  avons  précédem- 
ment adoptée  conduisent  à  des  valeurs  semblables  de  -Y-,  3,  %>,  qu'on 
déduit  immédiatement  les  unes  des  autres  par  la  substitution  de  la 
fonction  /(Y)  à  la  fonction  ê(r),  ou  de  §(r)  à /(/•).  Donc,  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  les  équations  d'équilibre  et  de  mouvement  conservent  les 
mêmes  formes  et  représentent  les  mêmes  phénomènes. 


253. 

CALCUL  INTÉGRAL.  —  Mémoire  sur  la  substitution  des  fonctions  non  périodiques 
aux  fonctions  périodiques  dans  les  intégrales  définies. 

C.  R..  T.  XVIII,  p.  1072  (10  juin  1 844  >- 

On  sait  qu'une  intégrale  définie  est  toujours  équivalente  au  produit 
de  la  différence  entre  les  limites  par  une  quantité  comprise  entre  la 
plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  la  fonction  sous  le  signe  /  sup- 
posée réelle.  Dans  le  cas  où  cette  fonction  conserve  constamment  le 
même  signe  pour  des  valeurs  de  la  variable  comprises  entre  les  deux 
limites,  la  proposition  que  nous  venons  de  rappeler  fournit  à  la  fois, 
et  le  signe  de  l'intégrale  définie,  et  deux  quantités  entre  lesquelles  sa 
valeur  numérique  se  trouve  comprise.  Il  n'en  est  plus  ainsi  dans  le 
cas  où  la  fonction  sous  le  signe  /  est  une  fonction  périodique  qui 
change  plusieurs  fois  de  signe  entre  les  limites.  On  conçoit  donc  qu'il 
peut  être  souvent  utile  de  substituer,  dans  les  intégrales  définies, 
des  fonctions  non  périodiques  à  des  fonctions  périodiques.  On  y  par- 
vient à  l'aide  de  la  méthode  qui  se  trouve  exposée  dans  mon  Mémoire 
de  i8i/j  sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire.  -Mais  l'application  de 

Œuvres  de  C        S.  I ,  t    VIII.  "j 
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cette  méthode  exige  quelquefois  des  artifices  d'analyse  qu'il  convient 
de  signaler.  Ces  artifices  conduisent  d'ailleurs  à  des  résultats  qui  ne 
sont  pas  sans  importance,  spécialement  à  une  transformation  remar- 
quable de  certaines  intégrales  que  l'on  rencontre  en  Astronomie,  et 
de  diverses  transcendantes  qui  comprennent  ces  intégrales  comme 
cas  particulier.  C'est  ce  que  l'on  verra  dans  le  présent  Mémoire. 

Analyse. 

§  I.   -  Sur  le  passage  des  intégrales  indéfinies  aux  intégrales  définies. 

Soient  Y(x)  oXf(x)  deux  fonctions  telles  que  l'on  ait 
(,)  D*  F  (x)=f(x); 

on  aura  encore 

(2)  jf(x)dx  =  Vix  i  +  const., 

et  l'équation  (»  fournira  ce  qu'on  appelle  la  valeur  de  l'intégrale 

indéfinie 

ff(x)dx. 

Si  d'ailleurs  on  nomme 

doux  valeurs  réelles  de  x,  alors,  en  passant  de  l'intégrale  indéfinie 

I  f{x)  dx 
à  l'intégrale  définie 

/     /i.rir/.r, 

on  trouvera  généralement 

(3)  I    /(a?)«te  =  F(X)  — F(a?o). 

Toutefois  l'équation  (3)  suppose  que  la  fonction  f(x)  reste  finie  et 
continue  par  rapport  :>  la  variable  x,  depuis  la  limite  x      x0  jusqu  à 
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la  limite  x  =  X.  Si  cette  même  fonction  devenait  infinie  pour  une 
valeur  a  de  x  comprise  entre  ces  mêmes  limites,  alors,  ainsi  que  nous 
l'avons  dit  ailleurs,  la  notation 

f   f\  X  l  d.r 

•'■,> 

devrait  être  considérée  comme  propre  à  représenter  la  limite  vers 
laquelle  converge  la  somme 

(5)  /         f{x)dx  +  f       f(x)dx, 

tandis  que  les  nombres  t,  z'  s'approchent  indéfiniment  de  zéro.  Cette 

limite  pourrait  d'ailleurs  être  finie  ou  infinie,  ou  même  indéterminée; 

s' 
car,  dans  certains  cas,  elle  dépendra  du  rapport  -,  ou  plutôt  de  la 

limite  de  ce  rapport,  et  alors  la  valeur  principale  de  l'intégrale  sera 
celle  qu'on  obtiendra  en  posant  e'=  s  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

Dans  mes  divers  Ouvrages  ou  Mémoires,  j'ai  particulièrement 
recherché  ce  qui  arrive  quand  on  suppose  que  la  fonction  /\.r) 
devient  infinie  dès  qu'elle  cesse  d'être  continue.  Mais  il  peut  arriver 
qu'une  solution  de  continuité  dans  la  fonction  /(ce)  corresponde  à 
une  valeur  a  de  x  pour  laquelle  celte  fonction  /(x),  ou  du  moins 
la  fonction  primitive  dont  /(x)  est  la  dérivée,  passe  brusquement 
d'une  valeur  finie  à  une  autre;  alors,  en  posant  toujours 


/ 


/i  x  i  dx      Fi  x  )  h-  const., 

on  verra  les  deux  quantités 

Fi  a      £  ,     Fi  a  ■+-  e') 

converger  vers  deux  limites  différentes,  tandis  que  les  nombres  s,  t' 
s'approcheront  indéfiniment  l'un  et  l'autre  de  zéro.   Nommons  A  la 
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différence  de  ces  limites,  en  sorte  qu'on  ait 

(6)  A  =  lim[F(a  +  e')  —  F(a  —  «)]. 

Comme  on  tirera  de  la  formule  (3) 


ra~e 

I         f{x)dx  =  F(a  —  e)  —  V{.rvu 

I         /(/u/,r Fi\i        _F(«  +  e'), 


ii -ht 


il  est  clair  que  l'intégrale  (4),  considérée  comme  limite  de  l'expres- 
sion (5),  aura  pour  valeur 

F(X)-F(a?0)-A. 
Donc  à  la  formule  (3)  on  devra  substituer  la  suivante 

(7)  I    /(a?)rfa:  =  F(X)  — F(a?0)  — A, 

A  représentant  Y  accroissement  instantané  qu'acquiert  la  fonction  F(X  I, 

tandis  que  la  différence  x  —  a  passe  du  négatif  au  positif. 

Si,  tandis  que  la  variable  x  passe  de  la  limite  x0  à  la  limite  X, 

la  fonction  ¥(x)  devenait  successivement  discontinue  pour  diverses 

valeurs 

a,     b,     c,     ... 

de  cette  variable,  alors,  évidemment,  l'équation  (io)  continuerait 
encore  de  subsister,  pourvu  que  l'on  posât 

(8)  A  =  Aa+AéH-Ac-K.., 

Aa,  AA,  A,.,  . . .  désignant  les  accroissements  instantanés  que  prendrait 
successivement  la  fonction  F(a?),  tandis  que  la  différence  x  —  a,  ou 
x    -  b,  ou  x  —  c,  ...  passerait  du  négatif  au  positif.    . 

Pour  montrer  une  application  des  principes  que  nous  venons  d'éta- 
blir, supposons 

i  9  i  Fi  x)      (i      he<a  ■,)""  '  )semx^-ï, 
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a,  m,  h,  s  désignant  quatre  quantités  dont  les  deux  dernières  soient 
positives;  et  considérons  l'intégrale  définie 


la  valeur  de  /(x)  étant  toujours  donnée  par  la  formule 

/(*)       D,F(aï). 

Si  le  nombre  h  reste  inférieur  à  l'unité,  alors,  en  vertu  des  principes 
que  j'ai  développés  dans  le  Chapitre  VIII  de  Y  Analyse  algébrique  (  '  ), 
la  fonction  Y(x),  déterminée  par  l'équation  (9),  restera  fonction  con- 
tinue de  x,  depuis  la  limite  x  =  o  jusqu'à  la  limite  x  =  211,  et  l'on 
tirera  de  l'équation  (3) 

(10)  f      f{x)dx  =  Y{i%)  —  F(o). 

Ajoutons  que  le  nombre  h  étant,  par  hypothèse,  inférieur  à  l'unité,  on 
aura  identiquement  :  i°  pour  des  valeurs  positives  de  siin.r  —  a  1, 

|  1  _  iiea-x)^y  —  (jfZ\)'  [—  (1  —  lie  ■'    *U     '  >  \        1]*; 

20  pour  des  valeurs  négatives  de  sin(x  —  a), 

Donc,  an  lieu  de  supposer  la  fonction  Y(x)  déterminée  par  l'équa- 
tion (9),  on  pourra  la  supposer  déterminée  :  1"  pour  sin(  r  —  a  )  >  o, 
par  la  formule 

(11)  F(x)=(\        ïy\       (1  —  he'-a-*\     'i\        i|\<""\     '; 

20  pour  sin(.r  —  a)<  o,  par  la  formule 

(12)  l-Vr       (— y      i)'[(i      he  ■'   ' ■  n    '  )\      1  [•■■  ■'■*     . 

Or,  quoique  au  premier  abord  il  semble  désavantageux  de  substituer, 

(i  )  OEuvres  de  Cauc/ij  .  S.  Il,  T.  III. 


230  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADEMIE. 

pour  la  détermination  de  la  fonction  F  (a?),  le  système  des  formules  (i  i) 
et  (12)  à  la  seule  formule  (9),  toutefois,  dans  la  réalité,  cette  substitu- 
tion offre  un  avantage  très  réel  et  qu'il  importe  de  signaler.  En  effet, 
la  formule  (9)  suppose  nécessairement  que  le  binôme 

1  —  h  cosax 

reste  positif,  et  lorsqu'on  a  simultanément 

A  >  1 ,  1  —  h  cos  a  x  <  o, 

cette  formule  doit  être  supprimée  avec  la  notation 

qui  cesse  d'offrir,  dans  ce  cas,  un  sens  déterminé.  Mais,  dans  ce  cas 
même,  les  seconds  membres  des  formules  (11)  et  (12)  présenteront 
des  valeurs  complètement  définies.  Seulement  la  fonction  F(a?), 
déterminée  par  le  système  de  ces  deux  formules,  deviendra  discon- 
tinue pour  x  —  a,  et  variera  brusquement,  tandis  que  la  diffé- 
rence x  —  a  passera  du  négatif  au  positif,  en  recevant,  dans  ce  cas, 
l'accroissement  instantané 

(  1 3  )  A  =  [(y/117)"  -     (-  \  ~ 7)-'  j  ( h  —  1  )*ema  <   ' . 

Donc,  en  supposant  h  >■  1  et  A  déterminé  par  l'équation  (i3)  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  par  la  suivante 

.  1  i  i  A  =  2(A  —  i)fe'WrTsin7î5\/— "*» 

on  devra  substituer  à  la  formule  (10)  cette  autre  formule 

(i5)  j      f(x)dx  =  F(2it)  —  F(o)  —  A. 

•   n 

Si  la  quantité  m  se  réduisait  à  un  nombre  entier,  alors,  en  vertu  de 
chacune  des  formules  (1  1),  (12),  le  facteur  F(;r)  ne  changerait  pas  de 
valeur,  tandis  que  l'on  ferait  croître  l'arc  x  d'une  circonférence  en- 
tière 2-ic.  On  aurait  donc  alors 

F(277i      F(o); 
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en  sorte  qu'on  devrait  réduire  l'équation  (10)  à  celle-ci 

/(  x  )  dx  =  o, 

•   o 

et  l'équation  (i5)  à  la  suivante  : 

.-27T 

(171  /      f(x  1  dx  A. 

§  II.  —  Sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire. 

Soit 
11)  x  =  rePiJ-1 

uni1  variable  imaginaire,  dont  r  représente  le  module,  et  p  l'argu- 
ment. Soit,  de  plus, 

une  fonction  donnée  de  cette  variable  imaginaire.  On  aura  générale- 
ment 

I)  ,./../■)  !       :DP/(X). 

r\       ' 
Si  d'ailleurs 

f(x)      /(repfc  I 

reste  fonction  continue  des  variables  r  et  />,  entre  les  limites 

'■       r0,         /•       r„        p      />„,        p=  pu 

alors,  par  deux  intégrations  successives,  effectuées  entre  ces  limites, 
on  tirera  de  la  formule 


(    /     '[/(r.eW-'  »      /(r,*W   '  )|  4, 


]    p* 


\  -^  f"'[/(re^  ')      /./•,/.,    -)]y- 


Supposons  maintenant  que  la  fond  ion 
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cesse,  une  ou  plusieurs  fois,  d'être  continue  entre  les  limites  don- 
nées, et  que  chaque  fois  elle  change  brusquement  de  valeur;  les 
accroissements  instantanés  qu'elle  recevra  pour  diverses  valeurs  de  r 
ou  de  /;  devront  être  (voir  le  §  I  )  successivement  retranchés  de  la 
fonction  placée  sous  le  signe  /,  dans  le  premier  ou  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (3). 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que 

reste  toujours,  entre  les  limites  r  =  r0,  r  =  rt,  fonction  continue  de  r; 
mais  que,  p  venant  à  varier  entre  les  limites  p0,  /?,,  la  même  fonction 
devienne  discontinue  pour  diverses  valeurs  intermédiaires 

a,     ë,     y,      ... 

de  la  variable  p,  et  reçoive  l'accroissement  instantané 

Aa     ou     Ag,     ou     Ay,     ..., 
tandis  que  la  différence 

p  —  y.     ou     p  —  6,     ou    p  —  y, 

passe  du  négatif  au  positif.  Alors  à  l'équation  (3)  on  devra  substituer 
la  suivante 

•Pi 


i) 


i    (     [/(''ieW-»)_/(r0eW-i)]rfp 

y» 

\  ■    :  r[f(reP^)-f(re^   '  )\''r  -  -4=  f  *-' 


la  valeur  de  A  étant 

A  =  Aa+  Ag-h  Ar-f-  — 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

Po     o,        /',    -■2i:, 
el  si  d'ailleurs  la  fonction 

/{  rc''\    '  ) 
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reprend,  pour/?  =  2t.,  la  même  valeur  que  pour/?  =  o,  l'équation  (4) 
donnera 

(6)  fK[f{rleP^)~f{r,eP^)]dp  =  sf=ri^\~. 

Si,  de  plus,  on  prend 

/•0=o,         ri  =  i, 

et  si  l'on  suppose  que  la  fonction 

f(ren^) 

s'évanouisse  avec  r,  l'équation  (G)  donnera  simplement 

(7)  r'Aer^dp^^r^- 

§  III.  —  Sur  la  substitution  de  fonctions  non  périodiques  à  des  fonctions 
périodiques  dans  les  intégrales  définies. 

Les  formules  établies  dans  les  paragraphes  précédents  fournis- 
sent, comme  on  l'a  dit  dans  le  préambule  de  ce  Mémoire,  les  moyens 
de  transformer  des  fonctions  périodiques  en  fonctions  non  pério- 
diques dans  un  grand  nombre  d'intégrales  définies  et,  on  particulier, 
dans  celles  qui  représentent  les  coefficients  de  développements  or- 
donnés suivant  des  puissances  entières  d'exponentielles  trigonomé- 
triques.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Soit  5{p)  une  fonction  donnée  de  l'angle  p.  En  développant  cette 
fonction  suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

e''J~, 
on  trouvera  généralement,  comme  l'on  sait, 

(i)  §{p)=^àXmemP^t 

la  valeur  de  a .,,„  étant 

(2)  xm=~   C     3{p)e-»'P^dp 

21:J<, 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  3o 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

i    r2T:  — 

(3)  ^m=—  /       ${-p)e>»pJ-Ulp, 

et  le  signe  ^  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières,  positives,  nulle 
ou  négatives  de  m.  On  tirera  d'ailleurs  de  la  formule  (2),  en  y  rempla- 
çant m  par  —  m, 

1    r~r'  — 

(4)  X_m=—   !       4{p)e'"P^^lP. 

271 J0 

Or,  dans  les  intégrales  définies  qui  représentent  ici  les  coefficients 

les  fonctions  placées  sous  le  signe  V  sont  généralement  des  fonctions 

périodiques  qui  changent  plusieurs  fois  de  signe  entre  les  limites  dr± 
intégrations,  en  sorte  qu'on  ne  pourra,  ni  calculer  des  valeurs  appro- 
chées de  ces  coefficients,  ni  même  trouver  leurs  signes,  sans  recourir 
à  une  détermination  souvent  pénible  des  intégrales.  Pour  faire  dispa- 
raître cet  inconvénient,  il  importe  de  pouvoir,  au  besoin,  remplacer 
dans  les  intégrales  dont  il  s'agit  les  fonctions  périodiques  placées  sous 
le  signe  /  par  des  fonctions  non  périodiques.  On  y  parviendra  effecti- 
vement, dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  l'aide  des  formules  établies 
dans  les  §§  I  et  II. 

Supposons  d'abord,  pour  fixer  les  idées, 

(  5)  f(p)  =  (1  —  ae<a-'J>  f^Y, 

a,  s  désignant  deux  quantités  positives  dont  la  première  soit  inférieure 
à  l'unité.  On  pourra  substituer  à  la  formule  (5),  qui  subsiste  quel  que 
soit /?,  le  système  de  deux  autres  formules,  en  supposant,  pour  des  va- 
leurs positives  de  sin(/;  —  a), 

(6)  *(/>)= (y=iy  i-  (.  -  aec«-P)sPî)  ^=7]*, 

et,  pour  des  valeurs  négatives  de  sin(/>  —  a), 

(7)  *(/>)  =  (-/^'[(i-aaW-^iFï)^]'. 
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Cela  posé,  ^m  se  réduira  simplement  à  zéro.   Mais  l'équation  (4), 
jointe  à  la  formule  (7)  du  §  II,  donnera 

(8)  '         *-=!EÏ  /"A* 

la  valeur  de  A  étant  nulle,  pour  /\>a,  et  déterminée,  dès  que  l'on 
aura  r<  a,  par  la  formule 

(9)  h  =  2r'"e'"Z'lzri(~ '—  1  j  siiiTTiv/— ^- 
On  trouvera,  en  conséquence, 

(10)  -i.-„,=-  !i^f  e»«^rv».-i  /11  _iVdr. 

D'ailleurs,  en  remplaçant  r  par  ar,  on  tirera  de  la  formule  (10) 

BCyPT  C    j 

'  «^0 


(n)  ju.,,,^— ^^a'^'"01^-1  /     /•'«-*-!(,_  r)*rf/- 


11  est  aisé  de  reconnaître  que  la  formule  (1 1)  subsiste  pour  toute  va- 
leur de  s  à  laquelle  correspond  une  valeur  finie  de  l'intégrale  com- 
prise dans  le  second  membre.  Donc  elle  s'étend  au  cas  même  où 
l'exposant  s  deviendrait  négatif,  en  demeurant  compris  entre  les 
limites  o,  —  1. 

Au  reste,  il  est  facile  de  vérifier  directement  la  formule  (n).  lH>n 
effet,  le  coefficient  A,_m  de  la  mième  puissance  de  l'exponentielle 

dans  le  développement  de  la  fonction  (5),  est  évidemment  le  produit 
de  l'expression 

par 

s(s  —  1). .  .(.v  —  m  -   1  )  f|  m  —  s) 


1  .1.  .  .m  V(—  s)  Y  [s  -+-  1 

On  aura  donc 
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et,  comme  on  a  aussi 

(i3)  -A-  =  T(s)T(i-s)  =  -Y\-s)r(s  +  i), 

on  tirera  de  la  formule  (i  i),  jointe  aux  équations  (12)  et  (i3), 

(i/j)  /    /-"-'-'(i-  r)*dr  = 


r(ro-t-i) 


Or  l'équation  (14)  est  effectivement  exacte  et  s'accorde  avec  la  for- 
mule connue 

(.5,  ^-Ml_r).-,,r=™£, 

qui  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  positives  entières  ou  fraction- 
naires, ou  même  irrationnelles,  des  deux  nombres  m,  n. 

Dans  l'exemple  que  nous  venons  de  choisir,  la  valeur  de  ,A>_„,  pou- 
vait se  calculer  directement,  et  cette  circonstance  nous  a  permis  de 
constater  l'exactitude  de  l'équation  particulière  que  nous  avons  dé- 
duite de  nos  formules  générales.  Appliquons  maintenant  ces  mêmes 
formules  à  d'autres  exemples  dans  lesquels  la  valeur  de  x„m  est  in- 
connue, aussi  bien  que  la  valeur  de  Xm. 

Supposons,  en  premier  lieu, 

(16)  S{p)--[\  —  2acos(/;-a)  -+-  a*  ]*; 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(17  )  §(p)  —  (1  —  a<?c-a>  V^)' ('  -  ae^-p^^y-, 

a,  désignant  un  angle  quelconque,  a  une  quantité  positive  inférieure 
à  1,  et.v  une  autre  quantité  positive  ou  une  quantité  négative  comprise 
entre  les  limites  o,  —  1.  Alors  la  valeur  de  x_,„  sera  toujours  déter- 
minée par  la  formule  (8).  Seulement,  pour  /<a,  la  valeur  de  A  se 
trouvera  déterminée,  non  par  l'équation  (9),  mais  par  celle-ci  : 


(.8) 


/  jj  \  s  

A  =  2rme/«av'-l  /  1  _  ,  j    (,  _  a/-)î  siiiTTsyCT,. 
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Donc,  à  la  place  des  formules  (io)et  (n),  on  obtiendra  les  suivantes  : 

(19)  x_m=-^^e'"«v/^  Ç   r»-i(*  -iY(,- a rydr, 

(20)  a,_,„  =  — ^^a"«emav^  f  rm-s-i(i  —  ry(i  —  a.*ryds. 

D'ailleurs,  m  étant  positif,  pour  déduire  de  l'équation  (20)  la  valeur 
de  xm,  il  suffira  de  changer  dans  le  second  membre  le  signe  de  \j  —  1. 
L'équation  (20)  fournit  une  transformation  remarquable  de  la  trans- 
cendante 


(ai) 


A>-„=:  —   /      [1  —  2a  cos(p  —  a)  -f-  a2]^"""/-1  dp 


Cette  transformation  était  déjà  connue;  elle  est  comprise  dans  une  for- 
mule que  renferme  le  Mémoire  de  notre  confrère  M.  Binet  sur  les  inté- 
grales eulériennes. 
Supposons  enfin 

(22)  ê(P)=<$s, 

s  étant  positif,  ou  compris  entre  les  limites  o,  —  1,  et  <$  désignanl  une 
fonction  entière  de  sinp,  cos/>,  qui  reste  toujours  positive  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  de  l'angle  p.  Une  analyse  semblable  à  celle  que  La- 
grange  a  employée  dans  un  Mémoire  de  1776,  pourra  être  appliquée  ;i 
la  décomposition  de  <£  en  facteurs  réels  du  second  degré;  et  alors,  en 
désignant  par  k  une  constante  positive,  on  trouvera 

(23)  £  =  k<3TCUrc,..., 

£,  OlL,  x,  . . .  étant  déterminés  par  des  équations  de  la  forme 

/  £  =i  —  2acos(/»  —  y.)  1  a2, 
(2/4)  •  31L  =  i  —  abcos(/?  —  6)  -+-b*, 

'    )b  ~I-2C  cos(/^  —  y)  -•-  ce, 

dans  lesquelles  on  pourra  supposer  chacune  des  quantités  a,  b,  c,  . .  . 
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comprise  entre  les  limites  o,  i.  Cette  supposition  étant  admise,  la 
transcendante 

'       <^e"W-',//; 

0 

pourra  être,  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  entier  m,  trans- 
formée à  l'aide  des  principes  ci-dessus  établis.  Soient,  pour  plus  de 
commodité, 

ce  que  deviennent  les  facteurs 

DM,     3L,      ... 

quand  on  y  remplace  l'exponentielle  ep^~'  parle  produit  aW~'.  Soient 

pareillement 

■Ce,     3bg,     . . . 

ce  que  deviennent  les  facteurs 

-G    3&f     •  •  • 

quand  on  y  remplace  l'exponentielle  ePs^ri  par  le  produit  ré^~\  etc. 
On  trouvera 

,mctJ—\   r Y-  —  i  )'(i  —  ar)*3ft£3&â  . .  ./■"'-'  dr 


e" 


(  26)      X_„,  =  ks /  r  b 

71      '-'-e    ' 


gV-'  f  (-  —  ij(i  — br)*  -G^t  •  •  •  '•'"~1  dr 


11  est  bon  d'observer  que,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (2/}), 

on  aura 

OÏL  =  (1  —  ie</'-g)^)  (1  _  be^-"^~l), 

par  conséquent 

D1La=(i  —  &«(«-«) i/R)  (  i_  -  e<g-a> /-'  V 

et,  par  suile,  pour  /•>  b, 

(27)  3H£=(i—  bre^-^^Y  (1—  Ï!e(6-a),PtY. 
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mais  que  la  formule  (27)  ne  pourra  plus  fournir  la  valeur  de  Oïl^,  dans 
le  cas  où  r  deviendra  inférieur  à  b,  et  que,  dans  ce  dernier  cas,  on 
aura,  ou 

(28)  D\li=(\/^~iy\-(i-je(°-v^\    '(i  —  breC-V^y, 
ou  bien 

(29)  3iLi=(-v'~i )'[(i-  J^-^ijjVbn^-^')'', 

la  formule  (28)  devant  être  employée  quand  sin(a  —  £)  sera  positif, 
et  la  formule  (29)  quand  sin(a  —  C)  sera  négatif. 
Si  l'on  désignait  par 

ce  que  deviennent 

.">ïl,      Oî,, 

quand  on  y  remplace  l'exponentielle  er^~s  par  le  produit  a/W-' ;  si 

pareillement  on  nommait 

-Ce,    M>6,     ■  ■  ■ 

ce  que  deviennent 

t,    !fc,     ... 

quand  on  y  remplace  epf-*  par  le  produit  hré^,  et  ainsi  de  suite; 
alors,  ;i  la  place  de  la  formule  (26),  on  obtiendrait  la  suivante 


(3o) 


X-„,  =  -  k<  *mvs    a'"  e'"  » v'- '  f   ;))l £  pf&â . . .  r™-*- » (1  -  r)*  (  1  -  a* r)'  rfr 


et  de  cette  dernière,  jointe  aux  formules  (23),  (25),  on  tirerail 

J„27t 
'       Çj  911*  £K,'...em'"/-i  dp 
0 

=  —  k'sltï7"  f    [amcma/^I ;)rL*a0ï4...(i  — aV)*+.. .],"<-<-<  (,_,.)*,/,-. 

Ajoutons  que,  /w  étant  positif,  il  suffira  de  changer  V—  1  <'n  —  y—  1 
dans  les  seconds  membres  des  équations  (26)  et  (3o)  pour  que  ces 
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équations  fournissent  immédiatement,  non  plus  la  valeur  de  <A>_m,  mais 
la  valeur  de  A,„. 

Dans  l'Astronomie,  si  l'on  nomme  t  la  distance  de  deux  planètes  zw, 
m',  une  partie  de  la  fonction  perturbatrice,  savoir,  la  partie  correspon- 
dante à  l'action  mutuelle  de  ces  planètes,  sera  proportionnelle  à  -• 
Si  d'ailleurs  on  nomme  ^  l'anomalie  excentrique  relative  à  la  planète  m, 
le  carré  t2  sera  une  fonction  entière  de  sin^  et  cos<js  du  quatrième 
degré.  Cela  posé,  les  formules  (26),  (3o),  ou  plutôt  celles  qu'on  en 

déduira  en  posant  s  = ,  fourniront  une  transformation  remar- 
quable des  transcendantes  qui  représentent  les  coefficients  des  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle 

dans  le  développement  de  -•  Après  cette  transformation,  les  coeffi- 
cients dont  il  s'agit  se  réduiront  à  des  transcendantes  elliptiques. 

Lorsque  le  nombre  m  cesse  d'être  un  nombre  entier,  l'intégrale  que 
renferme  l'équation  (25)  peut  encore  être  transformée,  non  plus  à 
l'aide  de  la  formule  (7),  mais  à  l'aide  de  la  formule  (4)  du  §  II;  et  l'on 
se  trouve  ainsi  encore  conduit  à  des  conclusions  importantes  que  nous 
développerons  dans  un  autre  article. 


254. 

Analyse  mathématique.    —  Sur  la  méthode  logarithmique  appliquée  au 
développement  des  fonctions  en  séries. 

C.  H.,  T.  XIX,  p.  5i  (8  juillet  i844)- 

Tout  le  monde  est  d'accord  sur  l'immense  service  queNéper  a  rendu 
aux  calculateurs  par  l'invention  des  logarithmes,  qui  permettent  de 
remplacer,  dans  les  calculs  numériques,  la  multiplication  par  l'addi- 
tion, et  la  division  par  la  soustraction.  Il  m'a  semblé  que,  dans  la 
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haule  Analyse,  on  pouvait  retirer  des  avantages  tout  aussi  incontes- 
tables de  l'application  des  logarithmes  au  développement  des  fonctions 
en  séries.  Entrons  à  ce  sujet  dans  quelques  détails. 

Concevons  qu'il  s'agisse  de  développer  une  puissance  donnée  d'une 
fonction  d'un  certain  ansde  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  mul- 
tiples  de  cet  angle.  On  pourrait,  à  la  rigueur,  commencer  par  déve- 
lopper la  fonction  en  une  série  du  même  genre,  puis  déduire,  ou  de 
multiplications  successives,  ou  même  de  la  formule  du  binôme,  le 
développement  de  la  puissance  donnée.  Toutefois  le  calcul  deviendra 
très  pénible  et  presque  impraticable,  si  le  degré  n  de  la  puissance 
dont  il  s'agit  est  un  très  grand  nombre  fractionnaire,  ou  même  un 
nombre  entier  très  considérable.  Mais  si,  au  lieu  de  commencer  par 
développer  la  fonction  proposée  en  série,  on  commence  par  développer 
son  logarithme  népérien,  on  obtiendra  facilement  le  développement 
du  logarithme  de  la  wième  puissance  de  la  fonction,  puisque,  pour  y 
parvenir,  il  suffira  de  multiplier  le  développement  du  logarithme  de 
la  fonction  par  l'exposant  n.  Alors  il  ne  restera  plus  qu'à  revenir  du 
développement  du  logarithme  de  la  puissance  au  développement  de  la 
puissance  elle-même.  A  la  vérité,  cette  puissance  sera  représentée  par 
une  exponentielle  népérienne  qui  aura  pour  exposant  le  développe- 
ment du  logarithme  de  la  puissance.  Mais  le  développement  de  celle 
exponentielle  en  série  parait  être,  au  premier  abord,  une  opération 
plus  compliquée  que  celle  qui  consistait  à  élever  à  la  nième  puissance 
la  fonction  représentée  par  une  série.  Toutefois,  en  réfléchissant  atten- 
tivement sur  cet  objet,  je  suis  arrivé  à  une  méthode  qui  permet  de 
passer  facilement  de  l'exponentielle  à  son  développement,  et  que  je 
vais  indiquer  en  peu  de  mois. 

Quand  le  logarithme  d'une  fonction  est  représenté  par  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  seule 
variable,  on  peut  aisément  déduire  de  celte  série  celle  qui  représente 
la  fonction  elle-même.  En  effet,  il  sullil  de  multiplier  chaque  terme 
de  la  première  série  par  l'exposant  de  la  variable  dans  ce  terme,  et  de 
diminuer  ensuite  chaque  exposant  de  l'unité,  pour  obtenir  le  dévelop- 

ORuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  3l 
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pement  de  la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction;  et  de  cette  propo- 
sition on  conclut  immédiatement  que  les  coefficients  de  la  série 
cherchée  sont  liés  entre  eux  par  des  équations  linéaires  qui  permettent, 
comme  l'on  sait,  de  les  déduire  très  aisément  les  uns  des  autres.  Or, 
pour  ramener  à  cette  opération,  déjà  connue  des  géomètres,  le  pro- 
blème qui  consiste  à  développer  une  fonction  d'un  certain  angle  sui- 
vant les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  cet  angle,  en  supposant 
connu  le  développement  du  logarithme  de  la  fonction,  je  considère 
cette  fonction  comme  équivalente  au  produit  de  trois  facteurs  qui  ont 
[tour  logarithmes  respectifs,  dans  le  développement  du  logarithme  de  la 
fonction  :  i°lc  terme  constant;  2°  la  somme  des  termes  proportionnels 
aux  puissances  positives  de  l'exponentielle  trigonométrique  dont  l'ex- 
posant est  l'angle  donné;  3°  la  somme  des  termes  proportionnels  aux 
puissances  positives  de  la  même  exponentielle.  Alors  il  devient  facile 
de  calculer  séparément  le  facteur  constant  et  les  deux  facteurs  variables 
qui  doivent  fournir  un  produit  équivalent  à  la  fonction  cherchée.  Il  y 
a  plus  :  le  développement  de  cette  fonction  se  déduit  immédiatement 
de  la  multiplication  algébrique  des  deux  derniers  facteurs,  et  par  con- 
séquent ce  développement  se  trouve  construit  définitivement,  à  l'aide 
d'un  procédé  analogue  au  procédé  si  simple  qu'Euler  a  employé  pour 
développer  une  puissance  négative  d'une  fonction  linéaire  du  cosinus 
d'un  angle  donné  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  cet  angle. 
La  méthode  de  développement  que  je  viens  d'exposer,  et  qu'il  est 
nature]  d'appeler  méthode  logarithmique,  puisqu'elle  repose  principa- 
lement sur  l'emploi  des  logarithmes,  offre  surtout  de  grands  avan- 
tages dans  le  calcul  des  perturbations  des  mouvements  planétaires. 
On  sait  que  le  calcul  de  chaque  inégalité  périodique  produite  dans  le 
mouvement  d'une  planète  m  par  l'action  d'une  autre  planète  m'  peut 
être  réduit  au  développement  de  la  fonction  perturbatrice  suivant  les 
puissances  entières  des  exponentielles  trigonométriques  qui  ont  pour 
exposants  les  longitudes  moyennes  des  planètes,  et  que  la  détermi- 
nation spéciale  de  l'une  quelconque  de  ces  inégalités  se  réduit  à  la 
détermination  du  coefficient  numérique  renfermé  dans  le  terme  pro- 
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portionnel  à  deux  puissances  données  de  ces  exponentielles.  Lorsque 
le  degré  de  ces  puissances  est  élevé,  la  détermination,  effectuée  par 

les  méthodes  exposées  dans  la  Mécanique  céleste,  exige  beaucoup  de 
temps  et  de  travail,  comme  le  savent  très  bien  les  astronomes;  et  l'on 
ne  doit  pas  s'en  étonner,  puisque  alors  les  fonctions  développées  se 
transforment  en  séries  multiples,  et  que  le  nombre  des  termes  de  ces 
séries  croît  dans  une  progression  effrayante  avec  les  degrés  des  puis- 
sances. Mais,  lorsqu'on  applique  la  méthode  logarithmique  au  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice,  les  séries  multiples  dont  il 
s'agit  se  trouvent  "remplacées  par  des  séries  simples  que  l'on  ajoute 
les  unes  aux  autres,  au  lieu  de  les  multiplier  l'une  par  l'autre.  Ainsi 
étendu,  l'usage  des  logarithmes  aura  donc  pour  effet  de  remplacer, 
dans  la  haute  Analyse,  tout  comme  dans  les  calculs  numériques,  les 
multiplications  algébriques  par  de  simples  additions. 

Analyse. 

§  1.   —  Détermination  d'une  fonction  dont  le  logarithme  est  représente 
par  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  d'une  varia/de. 

Nommons  f(a?)  une  fonction  de  la  variable  x  qui  offre,  au  moins 
pour  les  valeurs  de  x  que  l'on  considère,  une  partie  réelle  positive, 
cl  admettons  que  le  logarithme  H'(x)  de  celle  fonction,  correspon- 
dant à  une  base  quelconque,  soit  représenté  par  une  série  conver- 
gente ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et 
négatives  de  la  variable  x.  On  pourra  en  dire  autant  du  logarithme 
népérien  1  ((x),  correspondant  à  la  base 


2,7 1  «y»i; 


et  lié  au  logarithme  L((x)  par  la  formule 

lf(-r)=-[! 
Le 

On  aura  donc,  par  exemple, 

(i)  1  f(.r)  =  a0+  a,  x  ■+-  a2.r--+-.  .  .  -+-  «_,./•-'  --  u-,^--*  -t-  , 
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a0,  a,,  a.,,  ...,  a_,,  «„2,  ...  désignant  des  coefficients  réels  ou  ima- 
ginaires, et  il  s'agit  de  savoir  comment  on  peut,  de  l'équation  (i), 
déduire  le  développement  de  f(ar)  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  de  x. 
Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(2)  u  =  au  -+-  a  y  x  -+-  aî<a?2  +  •  •  •  +  «_iJ'_l  -+-  a_.2x~2  -+- .  .  . , 

l'équation  (i)  sera  réduite  à  celle-ci 

I  ï{x)  —  u, 

et  l'on  en  conclura 

ï(x)  =  e», 

par  conséquent 

,.  ...     ,  Il         u*  l/3 


1  1.2  1.2.3 

A  la  rigueur,  on  pourrait  tirer  de  cette  dernière  formule  le  dévelop- 
pement cherché,  puisque,  à  l'aide  de  multiplications  successives  ou 
de  la  formule  qui  fournit  la  puissance  n"-'me  du  binôme  ou  plutôt  d'un 
polynôme  quelconque,  on  peut  déduire,  de  l'équation  (2),  les  déve- 
loppements de  ir,  de  u3,  ...,  et  généralement  de  u".  Toutefois  le 
calcul,  ainsi  effectué,  devient  très  pénible  quand  il  s'agit  de  trouver 
dans  le  développement  de  ((x)  le  coefficient  d'une  puissance  élevée 

de  x  ou  de  -•  Mais  on  peut  résoudre  facilement  ce  problème  en  opé- 
rant comme  il  suit. 

Décomposons  la  fonction  f(a?)  en  trois  facteurs 

A,     v,     w, 

qui,  étant  le  premier  constant,  les  deux  autres  variables,  soient  déter- 
minés séparément  par  les  formules 

(4)  \A-aat 

(5)  1  (-  =  «,./■   :    a  ,.r"-  \- ..  .,         \w  —  a_,.r_I  -+-  a...2.i—-  -\- .  .  .  . 

La  formule  (4)  donnera  immédiatement 

(6)  A=e% 
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et  l'on  tirera  de  la  première  des  formules  (5),  non  seulement 

,    .  .  a,  x  -+-  <7.,.r2  -+- .  .  . 


mais  encore 

(8)  D*('  =  («,+  2<7.>oC  +  3a3x2-h.  .  .)»'. 

Or  la  valeur  de  v,  donnée  par  la  formule  (7),  sera  de  la  forme 

(9)  r  =  i  +  V  +  i!^+...; 

et,  pour  déterminer  les  coefficients  />„,  bt,  b.,,  ...,  il  suffira  évidem- 
ment de  substituer  cette  valeur  dans  l'équation  (7).  Car  si,  après  cette 
substitution,  l'on  égale  entre  eux  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables de  x,  on  trouvera 

atb,  2a2bi-\-  ath, 

(10)  &!  =  «!,         bi=ai-\ ,         b3—  a3-+   5 ,         

2  6 

Ainsi,  des  coefficients  bi ,  b.,,  b3,  ...,  le  premier  ne  différera  pas  de 
la  constante  a,,  et  les  suivants  se  déduiront  sans  peine  les  uns  dr^ 
autres,  la  valeur  générale  de  bn  étant 


(11)  bn  —  a 


(n  —  i)<7„_,  b,  +  (n  —  2)<7„_2&.2  +  .  .  .4-  (7,  b„. 


De  même,  en  remplaçant  .r  par  ->  et  posant 

(12)  u-  =  1  +-  cxx~x  -+-  ctx~*  +  .  .  . , 

on  tirera  de  la  seconde  des  formules  (5) 

(i3)       c,=:a_i,        Cj=a_jH >        c3=a_j-l -> 

et  généralement 

(n-i)rt.„+lf,i-(rt-2)a_„+îCrK..  +  a.lc„    , 
04)  C„=r«_„H > —  - 

D'ailleurs,  après  avoir  calculé,  comme  on  vient  de  le  dire,  les  coefïi- 
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cients  (juo  renferment  les  développements  des  facteurs  v,  w,  on  tirera 

des  formules  (9  )  cl  (12) 

^   vw  ■=.  k„-+-  /.-,    x     +  k2   œ-    -+-... 
f  1 5  1 

/  -h/.-1.r-'+/l-_2^-2  +  ..., 

les  valeurs  générales  de  k„  et  de  £_B  étant 

1  kn    =  b„  +  bn^_l  c,  +  è„+îc2  + . .  ., 
(16) 

'    » -h  —  C/i  +  cra+l  "1  "+"  cn-t-2  <J2  ~+~  •  •  •  • 

Après  avoir  ainsi  formé  les  développements  des  facteurs  c,  w  et  du 
produit  w,  on  déduira  immédiatement  de  la  formule 

(17)  f(.r)=Anr 

le  développement  de  la  fonction  t'(x),  et  l'on  aura 

i  f ( x)  =  A  A-0  +  A  k,    j'     h-  A  k,   x"-   -+- . .  . 

(18) 

(  +  A/.'-iJ?-1-)-  A/i_2.r-'2-H.  .  .  . 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  est  particulièrement  utile  dans 
le  cas  où  la  variable  x,  réduite  à  une  exponentielle  trigonométrique, 
se  trouve  liée  à  un  certain  angle/?  par  une  équation  de  la  forme 

in,)  x  =  eP'f-ï. 

Alors  le  développement  de  f(a')  se  trouve  ordonné  suivant  les  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle  ep^~l .  On  peut  d'ailleurs  substituer 
à  ces  puissances  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de/?,  attendu  qu'on 
a  généralement,  pour  des  valeurs  positives  ou  même  négatives  de  //, 


(20)  (,nps]-i  —  ^QSfip  _j_  y/ —  1  sin np. 

§  II.  —  Su/-  le  développement  de  l'expression  (1  —  zQcosp  +  6*)-*. 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

s(s+  1).  .  .(.ï-h  n  —  1)       .. 

— T"= « =  [*]»• 
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la  formule  du  binôme  donnera 

(i)  (i  —  a?)-'=l +  [*],*-+■  [.v],.r2  + 

On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  0  un  nombre  que  nous  supposerons 
inférieur  à  l'unité, 

( 2 )  i  —  2 8 cosp  -+-  02=  (i  —  0 e<>  J-1)  (i  —  9 e  >•  \ -17), 
par  conséquent 

(3)  (,_2Scos/>-h!/2)-<=(i  —  Qei>J~)-s(i  —  Ve-i's ■-' ')   '; 

et  des  formules  (t),  (3),  comme  Euler  en  a  fait  la  remarque,  on  tire 


(4) 


j  (i  — 29('()s/>  +  O-)^s=0o+01c/'v-1    -i-0îCW-» 
(  +  ®1e-P'Fï-+-®ie-2P<Fî- 


la  valeur  de  0„  étant  déterminée  par  la  formule 

,--.               /-,        r  -,   r    f        j  +  n  „,      s  -+-  «  s  -t-  n  -+-  i  „, 
(3  H,  =    .9 }n0"     i  4- 9!-h— 0'  +  . 

\  //  -t-  i  /i  +  i       n  -t-  a 

Il  y  a  plus  :  si  dans  la  formule 

((J)  (,  _  0eP\FT)~*(]  -îr"H)"'t-0u  +  i0„(('»W^+('-»"ï^) 

on  remplace 

r/'\    '     par        r    ■  ? 

on  en  conclura 

(7)     (i  —  ePJZi)~s(i  —  8te-P<f:i)~s=:%0+-2%n{Q-ne'lP<f:i-\   9»e-**\    r)> 

le  signe  1  indiquant  une  somme  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs 
entières,  nulle  et  positives  de  n.  Donc  les  deux  produits 

©„0-"     cl     tt„0" 

seront  les  coefficients  (\r>  exponentielles 
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dans  le  développement  de  l'expression 


D'ailleurs  on  a 


i_  Oie-P'f:î=i  —  02  —  6'- 


i  —  ePs- 


et,  par  conséquent, 

(8)  i  —  eie-''^~i  —  (,  —  Ô2)  ( 
la  valeur  de  X  étant 

(9)  *  = 


ep\j-l 


0» 


et  de  la  formule  (i),  jointe  h  la  formule  (G),  on  conclut 

=  (i  —  02)-*  |(i  -  eW^)-s-+-  [5]1>.e-/,\/r'  (i  —  ^^)-s+,  +  .  .  .  !. 
Or,  de  cette  dernière  équation,  comparée  à  la  formule  (7),  on  tirera 

©„  0-»= 0  -  0a)-*  !  [>]«-+-  Mi  [«  -i]»+i  *  +  [*]i  [s  -  au,  >.;+. . .  : 

et 

<-)„  0"  =  (1  -  0*)-*A"  j  [>]„  -h  [,v]n+1  [s  -  «  +  i], X  -+-  [s]n+2  [*-»•+■  2],X»+ . . .  !- 
Donc  à  l'équation  (5)  on  peut  substituer  la  suivante 


(10) 


&n=[s]nln 


(l  —  fl«)'' 


la  valeur  de  I„  pouvant  être,  à  volonté,  déterminée  par  l'une  ou  par 
l'autre  des  formules 


.  S    .V     -I.  s(*4-l)     (J  — !)(*—  2) 

Il        I  „  —  M A  -1 — A2  • 

1    //    ,    1  1.2        (  «  4-  1  )(«  +  •.».  ) 


(12)       I,         (M     Aj" 


s  +  n  ^  —  /«  —  1  .        (s-+-  n)  (.9  +  n  +  Q  (*  —  «  —  0  (*—  "  —  2)  - , 

1  («  +  i)(n  +  2) 


OH    1 


1 .  •». 
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Les  formules  (i  i  )  et  (12),  dont  la  première  était  déjà  connue,  sup- 
posent 

À<i, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

62<-,       e<-L- 
■2  ^  2 

§  III.  —  Sur  le  développement  des  puissances  d'une  fonction  entière 
du  sinus  et  du  cosinus  d'un   même  angle. 

Concevons  qu'une  fonction  réelle  et  entière  du  sinus  et  du  eosinus 
de  l'angle  p  soit  représentée  par  la  lettre  u,  et  supposons  que  cette 
fonction  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  p.  On  pourra 
la  réduire  à  la  forme 

(1)  u   .- k[i  —  a  cos(/>  —  2  1]  [1  —  b  cos(/>  —  6)] . . . , 

k  désignant  une  constante  positive,  a,  b,  ...  d'autres  constantes  posi- 
tives inférieures  à  l'unité,  et  a,  6\  ...  des  angles  constants.  Soient 

d'ailleurs 

a,    b,     ... 

îles  nombres  inférieurs  à  l'unité,  choisis  de  manière  à  vérifier  les  for- 
mules 

12  12 

a+  -  =  -,        b  +  r  =  - ,         •••, 

a         ;i  b         b 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  posons 

n      tang(£arcsina  .        b      tang(|arcsinb) 

Posons,  en  outre, 

L 


(H-os)(i-f-b'    .  . 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

/        a    h        1 

Il  =   —    — -  •  •  •  k . 
2Û    2b 
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On  aura  encore 

(4)  u  =  k[i  —  2ncosf/?  —  ce)  -+-  a2]  [1  —  2b  cos(/>  —  o)  +  b"2]  .  .  . . 

Donc,  si  l'on  élève  la  fonction  u  à  une  puissance  d'un  degré  donné, 
représenté  par  —  s,  on  trouvera 

(5)  u~s=  /<-<[i  —  20  eos(/?  —  a)  -+-  o2]~*[i  —  2b  cosi'/>  —  0  )  -+-  b2]-* .... 

Si  le  degré  de  la  fonction  u  est  peu  élevé,  alors,  en  partant  de  l'équa- 
tion (5),  on  pourra  aisément  déduire  la  valeur  de  irs  des  formules 
rappelées  dans  le  §  II.  Ainsi,  en  particulier,  si  u  est  du  second  degré 
seulement  par  rapport  à  chacune  des  quantités  siny»,  cos/?,  et  si  l'on 

nomme 

A„    ou    B„ 

ce  que  devient  la  quantité  précédemment  désignée  par  @/;,  quand  on 
remplace  0  par  a  ou  par  b;  alors,  en  ayant  égard  aux  formules 

[1  —  2<xcos(/>—  cci  +  o2]--'=  A0  +  V  \J e»ti'-<x)\/~î  +  e-mp-^^y 

1  —  2b  cos(/>  —  S  )  -+-  W]-s=  B0  +  y  Bnie'^P-^^-h  e-»ni»-S)/=ï)t 

dans  lesquelles  le  signe  V  s'étend  à  toutes  les  valeurs  positives  de  «, 
on  tirera  de  l'équation  (5  ) 

(6)  ^=K0+K1e/V^+K2eW^  +  ...+  K_,e-W^+K_2e-2>'\r-'  +  ..., 
la  valeur  de  k„  étant 


- 


A^Bo+A^.B.cC-eJv'-'    +...  ) 

K„=        //"<  r-«a\/-i 

H-A^.B.e-c^^H-...   ) 


h-* 


,,««/-  I  < 


et  la  valeur  de  K  „  se  déduisant  de  celle  de  K„  par  un  simple  change- 
ment de  signe  du  radical  \       1 . 
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An  reste,  dans  tous  les  cas,  et  surtout  lorsque  //  renfermera  des 
puissances  élevées  de  sinp  et  de  cos/?,  on  tirera  immédiatement  de  la 
formule  (5) 

(8)         l(ur*)       -si  k ',  _  be'p-sh/:^)  +  \(i  —  bc-f/»-6 M    '  ) 


|i  I  —  Dé" /'-"M  -'  ;  +  M  |      -  De-if-«JV-'J   ', 


et  le  développement  de  1(«  M,  suivant  les  puissances  entières  de 
ep^~i ,  se  déduira  immédiatement  de  la  formule  (8),  joinle  à  la  sui- 
vante : 

,7'~  /    ' 

(  Q  )  I  (  I  —  X  )  =  —  X ., .... 

2  3 

D'ailleurs,  le  développement  de  U"~s)  étant  formé,  on  en  déduira  le 
développement  de  urs  par  la  méthode  exposée  dans  le  §  I. 

§  IV.         Sur  les  inégalités  périodiques  des  mouvements  planétaires. 

Le  calcul  des  inégalités  périodiques  produites  dans  le  mouvement 
d'une  planète  m  par  l'action  d'une  autre  planète  //?  suppose  que  l'on 
a  développé  la  fonction  perturbatrice .  el  spécialement  la  partie  de 
cette  fonction  qui  est  réciproquement  proportionnelle  à  la  dislance  < 
des  deux  planètes,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  en- 
tières des  exponentielles  trigonométriques  dont  les  exposants  sont 
l'anomalie  moyenne  T  de  la  planète  m,  et  l'anomalie  moyenne  7"  de  la 
planète  m'.  La  question  qu'il  s'agit  alors  de  résoudre  consiste  donc  à 
développer  -  suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  et  néga- 
tives des  exponentielles 


,./>    i 


ei   s 


On  sait  d'ailleurs  que  l'anomalie  moyenne  7  d'une  planète  ///  est  liée 
à  l'anomalie  excentrique  y,  et  à  l'excentricité  e  de  l'orbite,  par  la  foi- 
mule 
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De  plus,  il  est  aisé  de  prouver  que  le  coefficient  Ql  de 

dans  le  développement  de  l'exponentielle 

suivant  les  puissances  entières  de  eT^~{ ,  se  réduit  à  l'intégrale 

Ce  coefficient  sera  donc  le  produit  de  -  par  le  coefficient  £„_/  de  l'ex- 
ponentielle 

dans  le  développement  de  l'expression 

suivant  les  puissances  entières  de  e^~'  ;  et,  par  conséquent,  on  aura 

(i)  G/=  —  Ln_h 

les  valeurs  de  Ct  et  de  C_j  étant  déterminées,  pour  des  valeurs- positives 
de  /,  par  les  formules 

(2)  &_,=  (- l)'C„ 


(t)'     ..    m,    (":ï 


(3)      °-  7^7T7*3"       3/-  r  "  njTT)  +  r.aC/H-iuT+l  ) 

Enfin,  après  avoir  déduit  de  la  dernière  formule  deux  valeurs  de  3/ 
correspondantes  à  des  valeurs  un  peu  considérables  de  /,  on  pourra 
aisément  calculer  les  valeurs  de  3/  qui  répondront  à  de  moindres  va- 
leurs de  /,  ii  l'aide  de  l'équation 

(t)' 

(4) 
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et  ainsi  on  parviendra  sans  peine  aux  diverses  valeurs  de  ©,.  Gela  posé, 

il  est  clair  que  le  développement  d'une  fonction  de  ^  en  une  série  or- 
donnée suivant  les  puissances  entières  de  eT^  '  se  trouvera  réduit  au 
développement  de  la  même  fonction  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entrères  de 

Concevons,  en  particulier,  que  l'on  désigne  par  xa  le  coefficient  de 

<■"■>  v,=rî. 


dans  le  développement  du  rapport  -  en  une  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  de  e+v'-* .  Le  coefficient  A„  de 

dans  le  développement  du  même  rapport  en  une  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  eT^'s ,  sera 

(a  ''     i  n  ~*~  r  r  n  "+"  2  j-  ■ 

\   n„  —  <  „<Jv.n ■  61<sRsn+.1  ■+■  o2"Jl)„+..  -+- .  .  . 

1  n  n 

(a) 

/  n  —  ]  p  n  —  2  ,. 

Pareillement,  le  développement  de  -,  suivant  les  puissances  entières 
(\r^  deux  exponentielles 

pourra  se  déduire  du  développement  de  -  suivant  les  puissances  en- 
tières des  deux  exponentielles 

II  reste  à  montrer  comment  on  peut  construire  i-c  dernier  développe- 
ment. 
La  valeur  générale  de  ta  est  de  la  forme 

fi  i  *2=  h  -+-  kcosi'i  —  <y  —  x)  -bcos(4  b'cos    '. 

'  -t-ccos  4       -      y)    ■  i  cos2i|>-4- i'cosatj;', 
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h,  k,  b,  1)',  ç,  i,  i'  désignant  des  constantes  positives,  et  a,  S,  €',  y  des 
angles  constants.  On  tirera  d'ailleurs  de  l'équation  (6) 

(7)  t2=h(i4-A  ) 
et,  par  suite, 

(8)  i  =  h   M  i+  -*.-+-  ~Si*  +  . 

t  \  2  2.4 

la  valeur  de  Si  étant  donnée  par  la  formule 

2    11  2    11 


(9) 


2    11  2    11  2    h  2    h 

2  h  2  h 

2    11  2    11  2    11  2    h 

On  pourrait,  a  la  rigueur,  déduire  de  cette  dernière  formule  les  va- 
leurs successives  de  Si2,  Si3,  ...,  développées  suivant  les  puissances 
entières  des  exponentielles 

et  les  substituer,  avec  la  valeur  de  c'a,  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (8).  Ce  calcul,  qui  serait  fort  long,  peut  d'ailleurs  être 
abrégé  par  les  considérations  suivantes. 
Posons 

i  p  =  h-f-kcos(^—  d/—  a)  —  bcos(-^  —  6;  —  b'  cos(<]/—  6')  +  ccos(^  -+-  il/  —  y), 

(I0) 

(  ç  =  i  cos2(|/  4-  i'cos2d/. 

La  formule  (G)  donnera 

(II)  i*=:p4-ç; 

et  d'ailleurs,  en  nommant  a,  a'  les  grands  axes  des  orbites  décrites 
par  les  planètes  m,  m',  on  aura 

i  "-s-,         i        -  a  -s  -, 

2  2 
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en  sorte  que,  pour  des  excentricités  qui  ne  surpasseront  pas  ->  les  va- 

4 

leurs  de  i,  i'  seront  généralement  assez  petites.  Cela  posé,  on  tirera 
de  la  formule  (i  i) 

z     v  i  |      i    -#         i.3   -|  , 

('•'•»  -  —  p    '+  -p    -ç-h  — 7p    V+.  .  .; 

t  2  2  . 4 

et,  comme  ç  sera  très  petit  par  rapport  à  p,  on  pourra  réduire  la  série 
comprise  dans  l'équation  (12)  à  un  petit  nombre  de  termes.  II  ne 
s'agira  donc  plus  que  de  développer  ces  divers  termes  suivant  les 
puissances  entières  des  exponentielles 

Or  on  pourra  évidemment  y  parvenir  à  l'aide  des  formules  établies 
dans  les  paragraphes  précédents.  On  pourra,  en  particulier,  déve- 

lopper  le  premier  terme  p  ",  en  opérant  comme  il  suit. 
Posons 

(i3)  u  =  h  4-  kcos('.L  —  (]/—  y.) 

et 

04)  8  =  bcos(<J/  —  6)4-b'cos(^'—  6')  —  CC0S((|/4-^'  — y). 

On  aura 

(  r5)  p  =  u  —  », 


1       -4      i-4         i.3   - 


*«*. 


(16)  p     2  —  u     -  H 'J     2  8  4 ^r  u 

r  2  2.4 

Posons  encore,  pour  abréger,  non  seulement 
mais  aussi 

/,/-!).  ..(/_„  +  ,, 
,/l"  ,.9...!.  [I""  ''» 

el 

(  a Li-^i 

v  ;"'"       (i. a...  n)  (1.3...  »')(i.  2.../—  n      a 
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Représentons,  dans  le  développement  de  p~^,  par  9ï„,n'  le  coefficient  de 
l'exponentielle 

et,  en  conséquence,  par  9C_„,„  le  coefficient  de  l'exponentielle 

c  n'  V-n  r)v/~# 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  n'^>n,  b'>b,  et  désignons  :  i"  par  2N 
le  nombre  pair  égal  ou  immédiatement  supérieur  à  n'  —  n;  20  par  2N' 
la  quantité  qui,  ayant  pour  valeur  numérique  un  nombre  pair,  est,  ou 
égale,  ou  supérieure  d'une  unité  à  la  somme 

H-n  —  *g  +  n'  +  f  —  g', 

f,  g,/',  g'  désignant  quatre  nombres  entiers  quelconques.  Enfin,  pre- 
nons 

/ 1  k  \  fl'2 

(17)  6  —  tangl  -arcsin  -  I,         "/. 


2  h/'  1  -V- 


et 


et  nommons 

le  coefficient  de  l'exponentielle 

el'»^\ 

dans  le  développement  de  l'expression 

(1  —  28  cosp  -t-  02)    '"'■"«. 
On  aura 

et 
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la  valeur  do  ùy„  étant  déterminée,  pour  des  valeurs  paires  de 

N-n -+-«'  +  /-#', 
par  la  formule 

©/'.*'=  (N)/,r(N--/-^)ff  «h,  *_/+-. 

h  Stï  5F+I (N  +  2)/,é'(N  +  2  -/-^)-v-0^— /^l,i 

■ > 

et,  pour  des  valeurs  impaires  de  N  —  n -\- n' -\-  f  —  g',  par  la  formule 

(22)  <  ,     2N  +  I     8N+3   2N-J-5,, 


2  N  -+-  2   2N+4  2N  +  6 


«<N  +  3)/,,(N  +  3-/-*)ir+1eH+1,Jt_A^b' 


D'ailleurs  les  sommes  indiquées  par  le  signe^]  s'étendent,  dans  la  for- 
mule (19),  aux  diverses  valeurs  entières  et  positives  de/,  g,  et,  dans 
la  formule  (21),  aux  diverses  valeurs  entières  et  positives  de/',  g', 
qui  fournissent  des  valeurs  positives  de  N',  en  vérifiant  les  conditions 

J    =J >  6=6» 

puisque  (/)/•  et  (g)g  s'évanouissent  lorsque  ces  conditions  cessent 
d'être  remplies. 

Les  formules  (19),  (20),  (21)  sont  d'un  emploi  facile  quand  les 
nombres  entiers  n,  n'  sont  peu  considérables.  .Mais,  dans  le  cas  con- 
traire, elles  doivent  être  abandonnées,  et  il  convient  de  leur  substituer 
celles  que  l'on  déduit  de  la  méthode  logarithmique,  établie  dans  le  §  I, 
comme  nous  l'expliquerons  plus  en  détail  dans  un  prochain  article. 
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255. 

Calcul  intégral.  —    Note  sur  les  intégrales  eulériennes. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  67  (8  juillet  1844). 

Il  semble  qu'après  les  travaux  des  géomètres  sur  les  intégrales 
eulériennes,  et  en  particulier  sur  les  fonctions  I\  il  n'y  ait  plus  à  s'oc- 
cuper de  celles-ci.  Toutefois,  je  suis  parvenu  à  établir,  pour  l'évalua- 
tion de  celles  qui  correspondent  à  de  grandes  valeurs  de  la  variable, 
une  formule  nouvelle  qui  paraît  digne  d'être  remarquée.  D'ailleurs  la 
méthode  qui  m'a  conduit  à  cette  formule  pourra  être  appliquée  avec 
succès  à  la  détermination  d'autres  intégrales,  et  en  particulier  de  celles 
que  l'on  rencontre  en  Astronomie,  comme  je  me  propose  de  le  faire 
voir  dans  un  autre  article. 

On  connaît  la  formule  de  Stirling  pour  la  détermination  approxi- 
mative du  logarithme  d'une  factorielle  qui  correspond  à  de  grandes 
valeurs  de  la  variable,  et  M.  Binet  est  parvenu  à  remplacer  la  série  non 
convergente  qui  représentait  ce  logarithme  par  une  série  convergente. 
J'ai  été  curieux  de  voir  s'il  ne  serait  pas  possible  de  développer  dans 
le  même  cas  la  factorielle  elle-même  en  une  série  convergente  dont  la 
loi  fût  immédiatement  donnée.  Ce  problème  me  paraissait  d'autant 
plus  digne  d'intérêt,  que  la  série  déduite  par  Laplace  de  sa  méthode 
d'approximation  pour  la  détermination  des  fonctions  de  très  grands 
nombres  procède  suivant  une  loi  inconnue,  en  sorte  que  l'auteur  s'est 
borné  à  calculer  les  deux  premiers  termes.  En  réfléchissant  sur  cet 
objet,  j'ai  reconnu  que  la  difficulté  du  calcul  tient  ici  à  ce  que  l'auteur, 
en  transformant  les  intégrales  par  un  changement  de  variable,  a  sup- 
posé la  variable  nouvelle  toujours  représentée  par  une  fonction  linéaire 
du  Logarithme  de  la  fonction  sous  le  signe  / .  Je  trouve  un  grand  avan- 
tage à  employer  des  substitutions  plus  simples,  qui  permettent  de 
passer  facilement  de  l'ancienne  variable  à  la  nouvelle,  et  réciproque- 
ment. La  seule  condition  à  laquelle  je  m'astreins  est  de  développer 
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la  fonction  sous  le  signe  /en  une  série  dont  le  premier  terme  soit  sa 
valeur  maximum  ou  la  valeur  minimum  d'un  de  ses  facteurs,  par 
exemple  d'un  facteur  élevé  à  une  très  haute  puissance.  Alors  on  par- 
vient à  déterminer  plus  facilement  par  approximation  les  fonctions  de 
très  grands  nombres  et  à  les  développer  en  séries  convergentes.  C'est 
ce  que  je  fais  en  particulier  pour  les  fonctions  F,  et  je  me  trouve  con- 
duit de  cette  manière  à  une  série  convergente  dont  la  loi  est  connue  et 
de  laquelle  on  peut  aisément  déduire  les  deux  premières  approxima- 
tions obtenues  par  Laplace. 

Analyse. 
Considérons  en  particulier  l'intégrale 

que  l'on  peut  écrire  comme  il  suit 

Jrx  dr 

f      xne-x™. 
o  X 

Si  l'on  décompose  la  fonction  sous  le  signe  /en  deux  lacteurs  afe~x 
et  -j  le  premier  variera  très  rapidement  avec  x  pour  de  grandes  va- 
leurs de  n,  et  la  valeur  maximum  du  premier  facteur  sera  celle  qui 
correspond  à  x  =  n,  savoir,  le  produit 

nnern. 

Cela  posé,  concevons  qu'à  la  variable  x  on  substitue  une  nouvelle 
variable  t  liée  à  la  première  par  l'équation 

x  =  ne'. 

Aux  limites  o,  oo  de  x  répondront  les  limites  —  oc,  x  de  /,  et,  comme 
on  aura 

dx 

—  —.dl, 

x 


260  COMPTES  RENDUS  DE  L'ACADÉMIE. 

l'équation  (i)  donnera 

e-n[et-,)dL 

00 

D'autre  part,  on  a 


t2  t% 

el—\  +  t-\ h 


1.2      '      1.2.3 

et  par  suite,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

(3)  T= -h __+.. 

V     '  1.2.3  1.2.3.4 

on  trouvera 

(4)  e'=n-  t+  -  4-  T. 
'  2 

Cela  posé,  l'équation  (2)  donnera 

/■-  -if. 

(5)  T(n)  =  nne-n  !      e    2    e~n7 dt, 

et,  si  l'on  pose,  pour  plus  de  commodité, 

n 

2=a' 

on  aura  simplement 

e-atie-nTdt. 

—  » 

Pour  déduire  de  cette  dernière  formule  la  valeur  de  T(n)  représentée 
par  une  série  dont  la  loi  soit  facile  à  constater,  il  suffit  de  développer 
l'exponentielle  » 

e-nT 

suivant  les  puissances  de  T.  On  trouve  ainsi 
(7)  T(n)  =  n»e-"(A0-"Al+~A,-...y 

la  valeur  de  A,„  étant  donnée  par  l'équation 

Tme-at'dt. 

ce 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  la  valeur  de  l'intégrale  (8). 
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Or,  des  équations  connues 

(9)  f   e-lidt  =  r:\  f    te~pdt  =  o 

on  tire,  non  seulement 

(10)  f    e-^dt^iëcT*,  f   te-alidt  =  o, 

mais  encore,  en  remplaçant  t  par  1 » 


2(1 


(n)         /      e-*Pe"dt  =  K*a   *e'*a,  /     terai* eltdt  — 


r- 


2 


puis  on  en  conclut,  en  différentiant  m  fois  de  suite  par  rapport  au  pa- 
ramètre a, 

(12)  f    Vïm e~al'- e11  dt  —  -KTl  {—  Da)"l\cr^e~a) 

et 

(i3)  f    f2m^le-al'e/tdt=7:2-1  (-■Da)'"(a'hn'). 


En  conséquence,  si  l'on  nomme  f(t)  une  fonction  entière  de  /,  on  aura 
généralement 

(i4)  f    f(«")«f-^«"rf*  =  ic*f(— D«)(a"^«**) 

et 

(i5)  /     tî(t*)e-*tlettdt=-     f(—  D«)  U"'^'). 

Ces  dernières  formules  offrent  un  moyen  simple  de  calculer  facilement 
la  valeur  de  A,„.  En  effet,  on  tire  des  formules  (4)  et  (8) 

(16)  Am=T    L'-i  —  t—  ll\me-al!dt. 
Posons,  de  plus, 

(17)  Bm=f    (e'-t^t-^Ye-^dt. 
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On  pourra  évidemment  déterminer  la  valeur  de  — - — —  à  l'aide  de  la 

A       g 

formule  (i5),  et  la  valeur  de  — à  l'aide  de  la  formule  (16). 

Si,  pour  abréger,  on  pose 


(18) 


«  +  *  +  -  )     ~(i-'+  -  ) 


on  tirera  des  formules  (16)  et  (17) 


a  »e*«__Çl(_D<I)^a  2e    »- 


(•9) 


et 


(20) 


A,„+B 


/«  ^^  "m 


+ 


m(m-i)      ,      „  J    -i    ~^\ 
1.2        9*(-Va)\a   %e    "« 

+  (-i)»9w(_D.)(a*) 

/       _3        (M-l)»\ 

(m-i)Zl(-I).)U  ■«    4"    J 

-+- 

-(-O^ZmC-D^Ca"') 


En  combinant  entre  elles,  par  voie  d'addition,  les  formules  (19)  et 
(20),  on  obtiendra  immédiatement  la  valeur  de  A,„.  On  trouvera  ainsi 


A„=(* 


A,: 


"V/^-I-      ' 


-®V 


4a 


a  a       4« 


1  3 

«         ibn- 
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puis,  en  remplaçant  a  par 


n 


«V 

n 


t 


*■=!""    •n—  35' 


H")*lr- H -^)^('+ =-&)]■ 


On  aura  donc 


i 


JEj  n»c-«(n-a1+-a,H-...)i 
les  valeurs  de  a,,  a2,  . . .  étant 


a,=  -     eln—  i 

i   \  2n 


[aa)      • 


a'=^r~(2+^+i)ea"+(I+2"+A)J' 


Nous  observerons  en  finissant  que,  si  l'on  substituait  dans  la  for- 
mule (8)  la  valeur  de  T  tirée  de  l'équation  (3),  on  obtiendrait,  non 
plus  les  valeurs  de  A,,  A2,  A3,  ...  en  termes  finis,  mais  ces  valeurs 

développées  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  -•  En  opé- 
rant ainsi,  on  reconnaît  que  les  premiers  termes  des  développements 
de 

sont  respectivement  représentés  par  les  expressions 


>(  ~i) 


4        i.a...(am  —  i)  6,w 

et 


i.2.  .  .2. m  62'" 


—  t—  D  )3m( a  0 
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qui  se  réduiront  définitivement  aux  produits 

2m  — i    i.3.  .  .(6m—  3)       i      (  i  \m  i.3...(6m  — i)     i    (\ 


g2/«-i  ynj 


4         1.2... (2 m  —  i)  6i"l~l\nJ  i.2... 2 m        62"'\« 

Il  en  résulte  que,  si  n  devient  très  grand,  et  par  suite  -  très  petit,  les 
deux  quantités 

seront  l'une  et  l'autre  de  l'ordre  de  la  fraction 


n 


c'est-à-dire  de  l'ordre  m  par  rapport  à  n.  Si  l'on  pose,  en  particulier, 
m  =  i,  les  premiers  termes  de 

seront  respectivement 

_i        _5_ 
Sn       2^n 

et  leur  différence 

i 

12/1 

sera  le  seul  terme  de  premier  ordre  par  rapport  à  ->  que  l'on  rencon- 
trera dans  le  développement  du  polynôme 

i  —  a, +  a,  —  — 


256. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  divers  théorèmes  relatifs 
à  la  convergence  des  séries. 

C.  H..  T.  XIX,  p.   141  (i5  juillet  i844). 

J'ai  prouvé  qu'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes d'une  variable  x,  et  produite  par  le  développement  d'une  fonc- 
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lion  de  cotte  variable,  reste  convergente  tant  que  le  module  de  a- est 
inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  la  fonction  ou  sa  dérivée 
discontinue.  On  pourrait  être  tenté  de  croire  que  la  série  cesse  tou- 
jours d'être  convergente  à  partir  du  moment  où  la  fonction  cesse  d'être 
continue;  et  c'est,  en  effet,  ce  qui  arrive  quand,  au  module  qui  rend 
la  fonction  discontinue,  correspond  une  valeur  infinie,  ou  de  celle 
fonction  elle-même,  ou  de  l'une  de  ses  dérivées.  Mais  cette  proposi- 
tion, que  j'ai  démontrée  dans  un  précédent  article,  ne  saurait  être 
étendue  an  cas  où  la  fonction  cesse  d'être  continue,  sans  que  l'une 
<le  ses  dérivées  devienne  infinie,  et  l'on  peut  même  énoncer  la  propo- 
sition contraire.  Sans  doute  il  parait  étrange,  au  premier  abord,  que 
la  série  produite  par  le  développement  d'une  fonction  de  la  variable  x 
puisse  demeurer  convergente  et  offrir  encore  pour  somme  une  fonc- 
tion continue  de  .r,  quand,  par  suite  de  la  variation  du  module  de  ce, 
la  fonction,  donl  cette  somme  représentait  la  valeur,  a  cessé  d'être 
continue.  Toutefois  il  en  est  ainsi,  comme  on  le  verra  dans  ce  Mémoire, 
quia  pour  but,  non  seulement  de  constater  et  d'expliquer  tout  à  la  fois 
l'espèce  de  paradoxe  que  je  viens  de  signaler,  mais,  en  outre,  d'établir 
des  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  détermination  des  modules  des 
séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes,  ou 
même  ascendantes  et  descendantes  d'une  variable  x. 

Vwi.ysi:. 

§  I.   —   Sur  les  fonctions  dont  les  développements  restent  coru-erçcnts 
lundis  qu'elles  deviennent  discontinues. 

Concevons  qu'une  fonction  u  de  la  variable  x  soit  développée  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Celte  série 
sera  certainement  convergente,  tant  que  le  module  de  x  demeurera 
inférieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  la  fonction  cl  sa  dérivée 
du  premier  ordre  infinies  ou  discontinues.  Ainsi,  en  particulier,  si 
l'on  développe  en  séries  les  fonctions 

(i —  x)  *     et     li       '•), 

OEuvTtsdeC.       S.  I.i.  Mil.  34 
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dont  chacune  reste  continue,  tant  que  la  partie  réelle  de  i  —  x  reste 
positive  et,  par  suite,  tant  que  le  module  dex  reste  inférieur  à  l'unité, 
les  développements  obtenus,  savoir 

i  i .  3    .  /        x*       se3 

I+-.CH vx--\-...  et         —  [x  H (--5-+. 

2  2.4  2  6 

seront  effectivement  convergents," tant  que  le  module  x  sera  au-des- 
sous de  l'unité.  Les  deux  fonctions  cesseront  d'être  continues,  et  les 
deux  séries  cesseront  d'être  convergentes,  si  le  module  de  x  devient 
supérieur  à  l'unité. 

Lorsque  le  plus  petit  module  /•  de  x  qui  rend  la  fonction  u  ou  sa 
dérivée  du  premier  ordre  discontinue  fournit  une  valeur  infinie,  ou 
de  celle  fonction  elle-même,  ou  de  l'une  de  ses  dérivées,  le  rapport  -r 
est  le  module  commun  des  séries  qui  représentent  les  développements 
de  la  fonction  et  de  ses  dérivées  suivant  les  puissances  entières  de  la 
variable  x.  Donc  alors  ces  séries  deviennent  divergentes  dés  que  le 
module  de  x  devient  supérieur  à  k,  c'est-à-dire  à  partir  du  moment 
où  la  discontinuité  se  manifeste  dans  la  fonction  u  ou  dans  sa  dérivée 
du  premier  ordre. 

.Mais,  si  le  plus  petit  module  k  qui  rend  la  fonction  ou  sa  dérivée 
discontinue  fournit  une  valeur  finie  de  cette  fonction  et  de  ses  déri- 
vées des  divers  ordres,  le  module  de  x  pourra  quelquefois  croître  au 
delà  de  r,  sans  que  le  développement  de  la  fonction  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  cesse  d'être  convergent. 

En  effet,  supposons,  pour  fixer  les  idées. 


(1 


[i  —  x*-\-x(2  —  x-y  \     \\  -+- 1 1  -  -  xi  —  x(i  —  x-y  \i —  ij  . 


Pour  des  valeurs  réelles  de  x,  la  fonction  //,  déterminée  par  l'équa- 
tion (1),  restera  continue  tant  que  la  partie  réelle  de  1  —  x-  restera 
positive,  c'est-à-dire  lanl  que  l'on  aura 

Cl  deviendra  discontinue  ii  partir  de  l' instant  OÙ  l'on  posera  .r"      1.  On 
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pourrait  donc  être  tenté  de  croire  que  le  développement  de  cette  fonc- 
tion en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x  ces- 
sera d'être  convergent  et  d'offrir  pour  somme  une  fonction  continue 
de  x,  quand  x1  deviendra  supérieur  à  l'unité.  Voyons  si  cette  pré- 
somption est  ou  n'est  pas  conforme  à  la  réalité. 
On  tire  de  l'équation  (i) 

(  2  )  ({>  —  3  «  —   2(l  —  X%  '    :-  O. 

D'ailleurs,  comme  on  a 

Ma  —  3  M  —  2  =  ( U  —  2  M  U  -+-  1  ) - , 

l'équation  (2)  pourra  être  réduite  à 

,;5,  "  =  2-7-^zV 

(M-+-I)- 

Cela  posé,  la  fonction  u,  déterminée  par  la  formule  (1),  sera  évidem- 
ment celle  des  racines  de  l'équation  (2)  ou  (3)  qui  se  réduit  au 
nombre  2,  pour  une  valeur  nulle  de  x.  Or  on  peut  déduire  immédia- 
tement de  l'équation  (3)  cette  même  racine,  développée  en  série  par 
la  formule  de  Lagrange,  et  l'on  trouve  ainsi 

.1-  .V'       1  .2  .18      1.2.0 

D'ailleurs,  dans  la  série  que  renferme  le  second  membre  de  la  for- 
mule i  '1  ).  les  tenues  proportionnels  à  x'1"  et  à  or""*"2  sont  respective- 
ment, abstraction  faite  de  leurs  signes, 

a/»(a/n-i)...(3w  — a)    (2xi  1"         (î«       a)...  (3/t  +  O  _     (aj1)^1 

"-1  1.2.../1  1 .2. .  .n(n  +  1)' 

et  le  rapport  de  ces  deux  termes,  ou  le  produit 

(3/j  -+-  1  ).'-)//(  >i/<  —  1  )  ■'  / 

■2«(2/l+i)(fl+l)       3:' 

converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  vers  la  limite 
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Donc  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  l'équation  (4)  sera 
encore  convergente,  pour  un  module  de  x  égal  ou  même  supérieur  à 
l'unité,  et  ne  deviendra  divergente  qu'à  partir  du  moment  où  le  mo- 
dule de  x  surpassera  le  nombre  \fi.  Ainsi,  le  développement  de  la 
fonction  u,  déterminée  par  l'équation  (i),  restera  convergent  pour  un 
module  de  x  supérieur  au  plus  petit  de  ceux  qui  rendent  cette  fonc- 
tion  discontinue. 
Considérons  encore  une  fonction  déterminée  par  l'équation 

(5)  u  =  (2  —  iœ  +  .r1)- . 

Si  l'on  attribue  à  la  variable  x  une  valeur  imaginaire  ou  de  la  forme 


x  —  r 


e'J^'1, 


r  désignant  une  quantité  positive  et  p  un  arc  réel,  l'équation  (5)  don- 
nera 


(6)  u  =  y 2  —  3 /■  cosp  -+-  r-  cos2p  -+-  ( r2  sin ip  —  3 r  si n p )  \'  —  i  ; 

et,  comme  la  partie  réelle  de  l'expression,  placée  ici  sous  le  radical, 
savoir 

2    -or  cos/?  -+-  /•-  cos  2/>  =  2 1  j  —  r  cosp  J  -+-  £  —  /-, 

s'évanouira  quand  on  posera 

r  =  (ï)''        cos^=47-' 

il  est  clair  que  cette  partie  réelle  deviendra  négative  pour  des  valeurs 

de  r  comprises  entre  les  limites  (1\   et  i,  pourvu  que  l'angle  p  ait  une 
valeur  peu  différente  de  celle  que  fournira  l'équation 

3 
cos^  =  ^. 

Donc  la  fonction  <  5  i  ou  (  6  l,  <|iii  reste  toujours  continue  par  rapport 
;i  /•  e(  ii/;,  tant  que  le  module  r  de  la  variable  x  reste  inférieur  à  la 
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i 

limite  Uj  ,  deviendra  discontinue  à  partir  de  l'instant  où  le  module  /• 

atteindra  cette  limite.  Toutefois,  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  l'on 
développe  la  fonction  (5)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x,  la  série  ainsi  obtenue  ne  cessera  pas  d'être  conver- 

gente  pour  un  module  de  x  supérieur  à  (J  )",  mais  inférieur  a  l'unité. 
En  effet,  comme  on  a  identiquement 

2  —  3x  ~h  X2=  (l  —  3? )  ( 2  —  X), 

il  est  clair  que  la  série  dont  il  s'agit  se  confond  avec  celle  qui  résulte 
du  développement  du  produit 

(7)  (i  — a0¥(2—  *.)T- 

Elle  sera  donc  convergente  aussi  bien  que  les  développements  des 
deux  fonctions 

(i  —  xy,    (2  -xy, 

tant  que  le  module  de  x  restera  inférieur  à  l'unité  ;  mais  elle  deviendra 
divergente,  si  le  module  de  x  devient  supérieur  à  l'unité. 

Au  reste,  il  est  important  d'observer  que  les  deux  expressions 

i  i  i 

I  2        3x  --  ./•-  r      et      il        x)-  (2        x 

sonl  deux  formes  différentes  d'une  seule  et  même  fonction,  tant 
que  le  module  de  x  reste  inférieur  à  la  limite  (  \)  '  ■  .Mais,  quand  le 

module  de  x  devient  supérieur  à  celle  limite,  les  deux  expressions 
dont  il  s'agil  représentent  deux  fonctions  distinctes  qui  ne  sonl  plus 
identiquement  égales  entre  elles,  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de 

l'angle/;.  De  ces  deux  fonctions  la  seconde  seule  reste  continue  pour 

i 

un  module  de  x  supérieur  à  f|j  ,  mais  inférieure  l'unité,  et  repré- 
sente constamment,  dans  cel  intervalle,  la  somme  de  la  série  qu'on 
avait  obtenue  en  développant  la  première  fonction. 
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Les  observations  faites  dans  ce  paragraphe  s'appliquent,  à  plus 
forte  raison,  aux  séries  ordonnées  à  la  fois  suivant  les  puissances 
ascendantes  et  suivant  les  puissances  descendantes  d'une  même  va- 
riable x. 

Au  reste,  nous  ne  voudrions  pas  nous  borner  à  signaler  ce  qui  parait 
cire,  au  premier  abord,  une  espèce  de  paradoxe,  sans  en  offrir  l'ex- 
plication; et,  afin  que  cette  explication  ne  laisse  rien  à  désirer,  je 
donne  ici,  en  peu  de  mots,  la  théorie  générale  des  modules  des  séries, 
en  rappelant  d'abord  les  propositions  précédemment  établies,  et  en 
joignant  a  leur  énoncé  la  démonstration  de  propositions  nouvelles  qui 
sont  dignes,  ce  me  semble,  de  fixer  l'attention  des  géomètres. 

§  II.  —  Sur  les  modules  des  séries  considérées  en  général. 
Soit 

I   I  «o,        «1,        "î,         •  •  • 

une  série  dont  un  désigne  le  terme  général  correspondant  à  l'indice  n, 

ce  terme  général  pouvant  d'ailleurs  être  réel  ou  imaginaire.  Désignons 

d'ailleurs  par  la  notation 

mod.  //„ 

le  module  de  ce  terme  général,  et  par  u  la  limite  unique,  ou  du  moins 
la  plus  grande  des  limites  dont  s'approche  indéfiniment,  pour  des  va- 
leurs croissantes  du  nombre  n,  l'expression 

(mod.  u„  )". 

La  quantité  positive  u  sera  ce  que  nous  appellerons  le  module  de  la 
série  (i).  D'après  ce  qui  a  été  démontré  dans  Y  Analyse  algébrique,  la 
série  sera  convergente  si  l'on  a 

u<i, 

divergente  si  l'on  a 

u>i. 
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De  plus,  si,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  le  module  du  rapport 


s'approche  indéfiniment  d'une  limite  fixe,  cette  limite  sera  précisé- 
ment le  module  de  la  série  (i). 
Soit  maintenant 

(4)  ■  ■  ■■>        "-2,        «-Il        "n,    '   «1,        «î,         •  •  • 

une  série  qui  se  prolonge  indéfiniment  dans  deux  sens  opposés,  de 
manière  à  oITrir  deux  termes  généraux 

u„    et     «_„, 

correspondants,  le  premier  à  l'indice  n,  le  second  à  l'indice  —  n. 
Concevons  d'ailleurs  que,  le  nombre  n  venant  à  croître,  on  cherche  la 
limite  unique,  ou  la  plus  grande  des  limites  dont  s'approche  indéfini- 
ment chacune  des  expressions 

i_  i 

tnod.  un)n,    (mod.  m_„)", 

i 
et  représentons  par  u  la  limite  de  (mod.//,,)"',  par  u,  la  limite  de 
i 

(mod.M_n)".  Les  deux  quantités  positives 

u,     M 

seront  les  deux  modules  de  la  série  (4),  qui  sera  convergente  si  ces 
deux  modules  sont  inférieurs  à  l'unité,  divergente  si  l'un  d'eux  ou  si 
les  deux  à  la  fois  deviennent  supérieurs  à  l'unité. 

Il  est  bon  d'observer  que  le  module  d'une  série  prolongée  indéfini- 
ment dans  un  seul  sens  n'est  poiul  altéré  dans  le  cas  où  le  rang  de 
chaque  terme  esl  diminué  d'une  ou  de  plusieurs  unités,  en  vertu  de 
la  suppression  du  premier,  ou  des  deux  premiers,  ou  dc>  trois  pre- 
miers, ...  fermes.  Pareillement,  les  deux  modules  d'une  série  pro- 
longée indéfiniment  en  deux  sens  opposés  ne  seront  point  altérés,  si 
l'on  déplace  simultanément  tous  les  termes  en  les  faisant  marcher  ver- 
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la  droite  ou  vers  la  gauche  avec  celui  qui  servait  de  point  de  départ 
pour  la  fixation  des  rangs  et  des  indices. 
Considérons  à  présent  une  série 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  d'une  variable 
réelle  ou  imaginaire  «r.  Nommons  r  le  module  de  cette  variable,  et 
p  son  argument,  en  sorte  qu'on  ait 

x  —  re>'\    '. 
Soit  d'ailleurs  a  le  module  de  la  série 

a„,     «,,     a,,      ..., 

c'est-à-dire  la  plus  grande  limite  dont  s'approche  indéfiniment,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  n,  l'expression 

i 
(  mod.<7„  i". 

Comme  on  aura 

mod.(#„.r")  =  r"  mod.<7„, 

on  en  conclura 

i  i 

(mod.a„x"  )"  =  r(mod.a„   ", 

et,  par  conséquent,  il  est  clair  que  le  module  de  la  série  (5)  se  réduira 

au  produit 

a/'. 

Donc  la  série  (5)  sera  convergente  si  l'on  a 


divergente  si  l'on  a 


a  /•  <  i        ou        /•  <     > 

a 


i 

a/-  >  i         ou         r  >  - 

a 


Considérons  enfin  une  série 


1  .  .  . ,      a  ..^f  -,      a    ,./• 


n  .  n .    y  .  n  .  nrl 


,.r   ',     a0,     -7,./',,     a,x 


ordonnée  à  la  fois  suivant  les  puissances  ascendantes  et  suivant  les 


EXTRAIT  N°  256.  -273 

puissances  descendantes  de  la  variable  x.  Si  l'on  nomme  a  la  plus 
grande  des  limites  vers  lesquelles  converge,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  l'expression 

(mod.  a„)", 

et  a,  la  plus  grande  des  limites  vers  lesquelles  converge  l'expression 

(mod.  a_„)", 
les  deux  modules  de  la  série  (G)  seront  évidemment 


cl  par  suite  la  série  (6)  sera  convergente  si  le  module  /de  a-  vérifie  les 
deux  conditions 

divergente  si  r vérifie  les  deux  conditions 

/>  -)         /<  a  , 

St 

ou  seulement  l'une  d'entre  elles. 

En  résumé,  il  y  aura  généralement  deux  limites  extrêmes,  l'une 

inférieure,    l'antre  supérieure,  entre  lesquelles  le   module  r  de   x 

pourra  varier,  sans  que  la  série  (  5)  ou  (6)  cesse  d'être  convergente. 

Soient 

k  ,     k 

ces  limites  extrêmes,  k  désignant  la  limite  supérieure.  D'après  ce 
qu'on  vient  de  dire,  on  aura,  pour  la  série  (6), 

(7)  K  =  ;|  •         k  =    .',' 

el  par  suite  les  deux  modules  de  la  série  (  6  )  seront 

k       /• 


(8) 


i 


OEuvrea  de  C.  -  S.  I,  t.  VIII.  35 
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D'ailleurs  k,  devra  être  remplacé  par  zéro  si  la  série  (G)  est  réduite  à 
la  série  (5). 

Ajoutons  que  la  quantité  k  sera  certainement  la  limite  extrême  et 
supérieure  du  module  r  si,  la  série  étant  convergente  pour  r<  k,  la 
somme  de  cette  série  devient  infinie  pour  /  =  k  et  pour  une  valeur 
convenablement  choisie  de  l'argument^. 

Pareillement  k  sera  certainement  la  limite  extrême  et  inférieure 
du  moduler  si,  .la  série  (G)  étant  convergente  pour  r>k,  la  somme 
de  cette  série  devient  intinie  pour /•=  k  et  pour  une  valeur  convena- 
blement choisie  de  l'argument/?. 

En  effet,  une  série  ne  peut  acquérir  une  somme  infinie  sans  devenir 
divergente  et,  par  conséquent,  sans  offrir  un  module  égal  ou  supérieur 
à  l'unité. 

Lorsque  les  divers  termes  d'une  série  sont  fonctions  d'une  certaine 
variable  x,  la  nouvelle  série  qu'on  obtient  en  substituant  à  chaque 
terme  de  la  première  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  x  doit  naturelle- 
ment s'appeler  la  série  dérivée.  Concevons,  pour  fixer  les  idées,  que  la 
première  série  se  réduise  à  la  série  (5),  dont  le  terme  général  est 
anx",  ou  même  à  la  série  (G),  dont  les  termes  généraux  sont 

a_„  x~n     et     a„  x"; 

alors  la  série  dérivée  aura  pour  terme  général  le  produit 


ou  bien  elle  aura  pour  termes  généraux  les  produits 

—  na_n  x-"+\     nanxn~l. 
D'ailleurs,  comme  on  a 

—  /*a_„  x~"+i  =  —  nx(a_n  x~"  ),         nu „  .r"-1  ■=  nx~l(a„  x"  \, 
on  en  conclut  que  les  deux  expressions 

(9)  [mod.(—  na-nx-n+*)Y,     [mod.(«a„  x"-1)]" 
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s'approchent  indéfiniment,  pour  dos  valeurs  croissantes  de  n,  des  pro- 
duits que  l'on  obtient  quand  on  multiplie  respectivement  les  quantités 

positives 

a,/-1     et    a/1 

par  les  limites  des  expressions 


i 


(nr)n     et     (n/-1)". 

Enfin  ces  deux  limites,  qui  se  confondent  avec  les  limites  fixes  des 

rapports 

(m-i)r  i  (/j-t-i)/-1  i 

=  H-->  : =I-H-, 

nr  n  /ir~l  n 

se  réduisent  l'une  et  l'autre  à  l'unité.  Donc  les  limites  des  expres- 
sions (9)  se  réduiront  simplement  aux  produits 

a,/~l     et     a/-. 

Donc  le  module  ou  les  modules  de  la  série  (5)  ou  (G)  seront  en  même 
temps  le  module  ou  les  modules  de  la  série  dérivée. 

Nous  avons  ici  supposé  que  l'on  différentiait  une  seule  fois  chaque 
terme  de  la  série  donnée  (:j)  ou  (G);  mais,  après  avoir  ainsi  obtenu  ce 
qu'on  doit  appeler  la  série  dérivée  du  premier  ordre,  on  pourrait  former 
encore  la  dérivée  de  celle-ci,  puis  la  dérivée  de  sa  dérivée,  . . . ,  et  l'on 
obtiendrait  alors,  à  la  place  de  la  série  (5)  ou  (G),  des  séries  dérivées 
de  divers  ordres.  Or,  de  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure,  il  résulte 
évidemment  que  le  module  ou  les  modules  de  toutes  ces  séries  seront  pré- 
cisément le  module  ou  les  modules  de  la  série  (5)  OU  (6). 

si   III.  —   Sur  les  modules  des  stries  produites  par  le  développement 
de  fonctions  explicites  d'une  variable  x. 

Soit  f(  r  )  une  fonction  donnée  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire 

x==  /-tW-i, 

el  représentons  par  f'(.i)  sa  dérivée  du  premier  ordre,  ou 

D«f(*)- 
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On  peut,  comme  je  l'ai  fait  voir  depuis  longtemps,  établir  la  proposi- 
tion suivante  : 

Théorème  I.  —  .Sï  î(x)  et  f'(^)  restent  fonctions  continues  de  la 
variable  x,  c'est-à-dire  fonctions  continues  du  module  r  et  de  l'argu- 
ment p  de  cette  variable,  pour  toutes  les  valeurs  du  module  r  inférieures  à 
une  certaine  limite  I,  la  fonction  i'(x)  sera,  pour  chacune  de  ces  râleurs, 
développable  en  une  série  convergente 

(ii  a0,     «,.r,     a ,.,-.,,     

ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la  variable  x. 

Il  y  a  [tins  :  cette  proposition  peut,  suivant  la  remarque  de  AL  Lau- 
rent, être  généralisée,  et  l'on  obtient  alors  le  tbéorème  dont  voici 
l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  Sif(x)  et  f'(x)  restent  fonctions  continues  de  x  pour- 
tout  es  les  valeurs  du  module  r  de  x  inférieures  à  une  certaine  limite  I,  e! 
supérieures  à  une  autre  limite  \t,  la  fonction  f(x)  sera,  pour  chacune  de 
ces  valeurs,  développable  en  une  série  convergente 

(2)  ...,       ft^-î-v--,      «_,.r~',      (ltl,      <t,.r,      <•/-, ./'-',      ..., 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières,   ascendantes  et  descendantes  de 
la  variable  x. 

Au  reste,  des  remarques  faites  dans  le  §1,  il  résulte  que  les  limites  1, 
l/(  mentionnées  dans  les  théorèmes  (1  )  et  (2),  peuvent  être  distinctes 
des  limites  extrêmes  k  et  k,  entre  lesquelles  le  module  /'de  x  peut 
varier  sans  que  la  série  (i)  ou  (2)  cesse  d'être  convergente;  et  ces 
limites  extrêmes  sont  évidemment  celles  qu'il  importe  surtout  de  con- 
naître. Or  on  les  déterminera,  pour  l'ordinaire,  assez  facilement  à 
l'aide  dv  deux  nouveaux  théorèmes  qui,  se  déduisant  des  deux  précé- 
dents et  des  principes  établis  dans  le  §  II,  peuvent  s'énoncer  comme 
il  suit  : 

THÉORÈME    III.  Supposons  ipie  f(  x  )  cl  f  (  x  )  reste/)/  fonctions  conli- 
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nues  de  la  variable 

x  =  re>'  v  -  ' 

pour  taules  les  râleurs  du  module  r  de  celte  variable  inférieures  à  une  cer- 
taine limite  k.  Supposons  encore  que  la  fonction  {'(.r)  ou  l'une  quelconque 
de  ses  dérivées  devienne  infinie  pour  r  =  k  et  pour  une  râleur  convenable- 
ment choisie  de  V argument p  ;  alors  k  sera  la  limite  extrême  et  supérieure 
au-dessous  de  laquelle  le  module  r  pourra  carier  arbitrairement,  sans  que 
la  fonction  f(  x  )  cesse  d'être  développable  en  une  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  x. 

Théorème  IV.  —  Supposons  que  \\x)  et  P  (.v)  restent  fonctions  con- 
tinues de  la  variable 

pour  toutes  les  râleurs  du  module  r  de  celte  variable  inférieures  a  une 
certaine  limite  k,  et  supérieures  à  une  certaine  limite  k .  Supposons  encore 
que  la  fonction  f(.xr),  ou  V  une  quelconque  de  ses  dérivées,  devienne  infinie  : 
1°  pour  r=  k;  2°  pour  r  =  k  et  pour  des  râleurs  convenablement  choisies 
de  l'argument  p.  Alors  k  et  k  seront  les  limites  extrêmes  inférieure  cl 
supérieure  entre  lesquelles  le  module  r  pourra  carier  arbitrairement,  sans 
que  la  fonction  f(j?)  cesse  d'être  développable  en  série  convergente,  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  ascendantes  et  descendantes  de  x. 

Corollaire.  —  II  est  clair  que,  si  la  fonction  ï(x)  devenail  infinie 
pour  une  seule  des  valeurs  de  r  représentées  par  k,  k  ,  on  connaîtrai! 
une  seule  des  liniiles  extrêmes  du  module  r. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  III,  considérons  d'abord 

les  fonctions 

i 
(i-hx)1,     arcsin./-,     arc  tango;. 

Ces  (rois  fonctions  restent  continues,  tant  que  le  module  r  de  x  reste 

inférieur  à  l'unité.  De   plus,   leurs  trois  dérivées  Au   premier  ordre, 

savoir 

i  ,  — <  i  i 


i 


(i 
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deviennent  infinies,  la  première  pour  x  =  —  i,  la  deuxième  pour 
x  =  ±i,  la  troisième  pour  x  =  ±  \ï  —  i,  et  par  conséquent  toutes 
trois  deviennent  infinies  pour  r  =  i.  Doue,  en  vertu  du  théorème  III, 
l'unité  sera  la  limite  supérieure  au-dessous  de  laquelle  le  module  r 
pourra  varier,  sans  que  les  trois  fonctions 

i 
(n-i')',     arcs'm.r,     arc  tango: 

cessent  d'être  développables  en  séries  convergentes  ordonnées  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x. 

Considérons  encore  la  fonction  représentée  par  le  produit 

(!_*•)*  (2-^)1 

Elle  restera  continue  pour  une  valeur  du  module  r  inférieure  à  l'unité, 
et  sa  dérivée  deviendra  infinie  pour  r—i.  Donc  l'unité  sera  encore 
la  limite  supérieure  au-dessous  de  laquelle  le  module  r  pourra  varier 
arbitrairement,  sans  que  cette  fonction  cesse  d'être  développable  en 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes de  x.  On  ne  pourra  pas  en  dire  autant  de  la  fonction 

i 

(2  —  3x-+-  ./'-  i-. 

Cette  autre  fonction,  qui  ne  diffère  pas  du  produit 

(i-aO»(a-*)* 

f 

dans  le  cas  où  le  module  de  x  reste  inférieur  à  ( k)">  cl  offre  nécessai- 
rement dans  ce  cas  le  même  développement,  cesse  d'être  continue  pour 

K 

des  valeurs  du  module  de  x  supérieures;!  la  limite  (s)  >  mais  infé- 
rieures à  l'unité.  Elle  cesse  aussi  alors  d'être  constamment  représentée 
par  le  développement  de  la  première  fonction,  quoique  la  série  à 
laquelle  se  réduit  ce  développement  demeure  convergente. 

Concevons  maintenant  que  l'on  désigne  par  X  une  fonction  entière 
de  x  qui  offre  une  valeur  positive  quand  le  module  de  x  est  tirs  petit. 
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Soient  d'ailleurs 

a,      b,     c,      ... 

les  racines  de  l'équation 

\  =  o, 

rangées  d'après  l'ordre  de  grandeur  de  leurs  modules.  On  aura,  pour 
de  petiles  valeurs  du  module  r, 

,3,  X  =  h(,-Ï)  (-?)(-  = 

h  désignant  une  constante  positive;  et  par  suite,  si  l'on  nomme  s  une 
constante  réelle  quelconque,  on  trouvera 

«>  *=»(-ï)'('-î)'(-'f 


Cela  posé,  réduisons  f(.r)  au  second  membre  de  la  formule  (  \  ),  el 
prenons  en  conséquence 

(5)  f(,)  =  h,(,-£)'(,-ï)*(-î 

La  fonction  f(a?)  restera  continue  pour  tout  module  de  x  inférieur  au 
module  de  a;  et  cette  même  fonction,  si  s  est  négatif,  ou,  dans  le  cas 
contraire,  ses  dérivées  d'un  certain  ordre  deviendront  infinies  pour 
x=-a.  Donc,  en  vertu  du  théorème  III,  le  module  de  a  sera  la  limite 
extrême  el  supérieur*1  au-dessous  de  laquelle  le  module  r  de  x  pourra 
varier  arbitrairement,  sans  que  la  fonction  l'(&),  déterminée  par 
l'équation  (5),  cesse  d'être  développable  en  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  .r. 

Pour  montrer  une  application  du  théorème  IV,  supposons  que  I* 
représente  une  fonction  réelle,  entière  et  toujours  positive,  du  sinus 
et  du  cosinus  de  l'angle  p.  On  pourra  mettre  P  sous  la  forme 

P  =  h[ï—  a  cos(  p  —  «)]  [i  —  b  cos(/>  —  S)]  [i  —  c.  cos(/>  —  y)]  . . .,  - 

h  désignant  une  constante  positive,  a,  b,  c,  ...  d'autres  constantes 
positives  et  inférieures  ;i  l'unité,  que  nous  supposerons  rangées  de 
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manière  à  former  une  suite  décroissante,  et  a,  S,  y,  ...  des  angles 
réels.  On  peut  encore  (roir  l'Extrait  n°  2.5Î,  §  III,  pages  2^),  200) 
mettre  P  sous  la  forme 

(6)     P  =  h[i  —  2  a  cos(/?  —  a)  +  a'2]  [1  —  2Ijcos(/^  —  ^)  +  b'2]  [1  —  2 c cos (/?  —  y) •+■  cs  |. 

en  continuant  de  désigner  par  h,  a,  b,  c,  ...  de  nouvelles  constantes 
qui  dépendent  des  précédentes. 
Posons  maintenant 

On  tirera  de  la  formule  (G) 

(7)  l>~h(,_a>reK\/TÏ)(/i-  -eW^Vi-b^e^11)^-  -  c-6^)  .  . ., 

et  par  suite,  en  nommant  s  une  constante  réelle,  on  aura,  pour  des 

modules  de  a?  compris  entre  les  limites  a  et  -> 
1  a 

(8)  I'-^h-'li-a^W11)^!-  -e-v^jXi—  bxe^^)s(i—  -e~^ 

Cela  posé,  réduisons  î(x)  au  second  membre  de  l'équation  (8),  et  pre- 
nons, en  conséquence, 

(9)  f(#)=h*(i  —  zxe^^yli  —  -e-^^Ùi  —  bxe^yfi  —  -er^f^J.... 

On  conclura  immédiatement  du  théorème  IV  que  a  et  -  sonl  les  limites 

extrêmes,  inférieure  et  supérieure,  entre  lesquelles  le  module  r  de  x 
peut  varier  arbitrairement  sans  que  la  fonction  i\.v),  déterminée  par 
L'équation  (5),  cesse  d'être  développable  en  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  ascendantes  el  descendantes  de  la 
variable  x.  Donc  celte  fonction  et,  par  suite,  P*  seront  développables 
en  séries  convergentes  si  l'on  suppose,  comme  ci-dessus, 

x  —  e''^'    '. 

c'est-à-dire  si  l'on  réduit  le  module  /•  de  x  à  L'unité.  Ajoutons  que  l'on 
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aura,  dans  le  cas  présent, 

k  =  ^>        k,  =  'a; 


a 


en  sorte  que  les  deux  modules 


k         r 
7'     k 


de  la  série  obtenue  deviendront 


a 

-  ■>      a  r 
r 


et  se  réduiront  Ions  deux  à  la  constante  positive  a  pour  r  =  i. 

Les  conclusions  auxquelles  nous  venons  de  parvenir  sont  particu- 
lièrement utiles  en  Astronomie  :  elles  fournissent  immédiatement  les 
deux  modules  de  la  série  qu'on  obtient  quand  on  développe  la  Ponc- 
tion perturbatrice  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  l'ano- 
malie excentrique  d'une  planète. 

5<  IV.  -  Sur  les  série.,  produites  par  le  développement  des  fonctions 
implicites  d'une  variable  x. 

Supposons  ([ne 

u  —  î{x) 

représente  une  fonction  implicite  de  la  variable  réelle  ou  imaginaire 

la  valeur  de  u  en  x  étant  déterminée  par  une  équation  de  la  forme 

(0  F(#,  u)  =  o. 

Comme  je  l'ai  prouvé  dans  un  autre  .Mémoire,  si  le  module  rde  x  varie 
par  degrés  insensibles,  la  fonction  //,  tant  qu'elle  restera  finie,  variera 
elle-même  par  degrés  insensibles,  et,  par  conséquent,  elle  ne  cessera 
pas  d'être  fonction  continue  de  x  jusqu'à  ce  que  le  module  r  acquière 
une  valeur  qui  puisse  rendre  la  fonction  F(x,u)  infinie  ou  disconti- 
nue, OU  qui  introduise  dans  l'équation  |  l  ),  résolue  par  rapport  a  u, 
OEuvresdeC.  —  S.l,  t.  VIII.  |g 
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des  racines  égales.  D'ailleurs,  dans  cette  dernière  hypothèse,  on  aura 

(2)  DuF(x,  u)  =  o, 

et,  par  suite,  la  valeur  de  Dxu,  tirée  de  l'équation  (i),  savoir 

DxF(.r,  n) 


(3)  Dxu  = 


D„F(x,  u) 


deviendra  généralement  infinie.  On  doit  seulement  excepter  le  cas 
particulier  où  la  valeur  de  x,  qui  introduit  dans  l'équation  (i)  des 
racines  égales,  vérifierait,  non  seulement  l'équation  (2),  mais  encore 
la  suivante  : 

(4)  D„F(.r,  «)  =  <>. 

Ces  principes  étant  admis,  on  pourra  évidemment  appliquer  les  théo- 
rèmes III  et  IV  du  paragraphe  précédent,  non  seulement  aux  fonctions 
explicites,  mais  encore  aux  fonctions  implicites  d'une  variable  x. 

Pour  donner  une  idée  de  cette  application,  supposons  de  nouveau 
la  fonction  u  définie  par  la  formule 

i  1 

(5)  «  =  [1  —  x"-  —  x(î  —  x2y\/^iY  -h  [1  —  xi+x(i  —  a?,)^^7j\ 

On  pourra  regarder  u  comme  une  fonction  implicite  de  x,  déterminée 
par  l'équation 

((i)  u3—  3m  —  2(1  —  a--)  =  o, 

et  le  développement  du  second  membre  de  la  formule  (5),  suivant  les 
puissances  entières  et  ascendantes  de  x,  ne  sera  autre  chose  que  la 
série  qu'on  obtient  quand  on  développe,  par  le  théorème  de  Lagrange, 
celles  des  racines  de  l'équation  (5)  qui  se  réduit  au  nombre  2  pour 
une  valeur  nulle  de  x.  Celle  série  sera  donc  convergente  tant  que  la 
racine  dont  il  s'agil  restera  fonction  continue  de  x.  D'ailleurs,  quand 
on  substitue  l'équation  (5)  à  l'équation  (1),  c'est-à-dire  quand  on 
pose 

(7)  Y{.r,u)        u3  —  iu  —  2(1  —  X*), 

V(.r,n)  est  une  fonction  toujours  continue  de  x  cl  de  //.  Alors  aussi 
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les  équations  (2)  et  (4)  se  réduisent,  la  première  à 

(8)  u-— 1  =  0, 
la  seconde  à 

(9)  X  —  O. 

D'ailleurs,  de  l'équation  (6),  jointe  à  l'équation  (8),  on  tire,  ou 

(10)  U  =  I,  X2=z  2, 
OU 

(u)  u  =  —  1 .  1  =  0. 

Dans  le  premier  cas,  la  valeur  de  Dœii,  tirée  de  l'équation  (5),  savoir 
(12)  Dx  u  = 


3(«a  —  1) 


devient  effectivement  infinie,  tandis  que,  dans  le  second  cas,  elle  se 
présente  sous  la  forme  indéterminée  £.  Enfin,  il  est  clair  que  la  fonc- 
tion //,  déterminée  par  l'équation  (5),  se  réduit,  non  pas  à  —  1,  mais 
à  2  pour  x  =  o.  Cela  posé,  on  conclura  immédiatement  des  principes 
ci-dessus  établis  et  du  théorème  IV  du  paragraphe  précédent,  que  le 
développement  de  la  fonction  u,  déterminée  par  l'équation  (0),  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  reste  conver- 
gent jusqu'au  moment  où  le  module  de  x2  atteint  la  limite  2,  et  le  mo- 
dule de  x  la  limite  v'2.  On  conclura  encore  que  y/2  représente  précisé- 
ment la  limite  extrême  et  supérieure  au-dessous  de  laquelle  le  module  r 
de  x  peut  varier  arbitrairement  sans  que  cette  série  cesse  d'être  con- 
vergente. Donc,  puisque  la  série  renfermera  seulement  des  puissances 
entières  de  x2,  le  module  de  la  série  sera 


Or  ces  conclusions  s'accordent  effectivement  avec  celles  que  nous 
avons  tirées  de  la  considération  directe  de  la  série  elle-même. 
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257. 

Analyse  mathématique.  --  Note  sur  l'application  de  la  méthode  logarith- 
mique à  la  détermination  des  inégalités  périodiques  des  mouvements 

planétaires. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  i5g  (i5  juillet  1844). 

Comme  je  l'ai  dit  dans  la  dernière  séance,  la  détermination  des  iné- 
galités périodiques  produites  dans  le  mouvement  d'une  planète  m  par 
l'action  d'une  autre  planète  m',  séparée  de  m  par  la  distance  x,  peut 

être  ramenée  au  développement  du  rapport  -  en  une  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  «'litières  des  exponentielles  trigonométriques 
qui  ont  pour  arguments  les  anomalies  moyennes  T,  T',  ou  même  les 
anomalies  excentriques  -j/,  <]/  des  deux  planètes.  D'ailleurs,  on  peut 

aisément  trouver  le  développement  exact  du  rapport  -  quand  on  sait 
développer  les  valeurs  qu'on  obtient  pour  ce  rapport,  en  négligeant, 
dans  le  carré  de  la  distance  t,  deux  termes  généralement  très  petits 
dont  l'omission  réduit  le  carré  dont  il  s'agit  à  une  fonction  linéaire  des 
si  mis  el  des  cosinus  des  angles  ty,  <J/.  Enfin,  à  l'aide  des  formules  rap- 
pelées dans  un  précédent  article,  on  peut  assez  facilement  développer 
la  valeur  approchée,  et,  par  suite,  la  valeur  exacte  du  rapport  -  en  une 
série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  l'une 
des  deux  exponentielles  qui  ont  pour  arguments  -j»,  t]/,  par  exemple 
suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

Soient  0  le  module  de  la  série  ainsi  obtenue  et 

son  terme  général.  Il  ne  restera  pins  qu'à  développer  Xn  suivant  les 
puissances  entières  de  c'^/~l .  Or  je  prouve  que  toute  la  difficulté  de 
ce  dernier  problème  se  réduit  à  développer  le  logarithme  népérien  du 
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module  0  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
r'^/-' .  Ce  n'est  pas  tout  :  je  démontre  que  la  dérivée  du  logarithme 
népérien  de  0,  prise  par  rapport  à  ']/,  peut  se  décomposer  en  facteurs 
dont  chacun  est  une  puissance  positive  ou  négative  d'un  binôme  de  la 
forme 

Donc  on  [jouira  développer  immédiatement  le  logarithme  de  celle 
dérivée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  l'exponentielle 

et,  pour  effectuer  ce  développement,  il  suffira  de  recourir  à  la  formule 
connue 

On  reviendra  ensuite,  par  la  méthode  logarithmique,  de  ce  développe- 
ment à  celui  de  la  dérivée  elle-même,  et,  par  conséquent,  an  dévelop- 
pement du  logarithme  du  module  de  0.  Entin,  après  avoir  déduit  de  ce 
dernier  développement  celui  du  logarithme  de  -i,„ -,  on  en  tirera,  par 
une  seconde  application  de  la  méthode  logarithmique,  le  développe- 
ment même  de  <&,n>. 

Au  reste,  je  donnerai  dans  un  prochain  article  les  résultats  mêmes 
du  calcul  que  je  viens  seulement  d'indiquer,  et  je  terminerai  cette 
Noie  par  une  observation  relative  à  quelques  formules  contenues  dans 
mon  dernier  Mémoire. 

Comme  je  l'ai  dit  à  la  page  247,  si  l'on  pose 

s(s-\ri).  .  .(s  +  n  —  r) 

•*]«  = — 

1  .  2 .  .  .  11 

et 

a.  r    i     t  „  \  s  +  n  ai        1  ^-  n  S  —  il  ~  l 

Il  -r-  J  il  -r-  I         II  -+-  2 

0  étant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,  on  aura,  non  seulement 

(l)  (i  —  X  )-'=!-+-  [*],  X  -+-  [s]2.r-  —  ..  ., 
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mais  encore 

(2)  (i  —  Qe'^~lYs{\  —  Be-i'^)'s  =%,+  1®ll{e"^~'  +  e~"P^), 

le  signe  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  ce.  Il 
y  a  plus  :  si,  en  supposant  r<  0,  on  remplace,  dans  la  formule  (2), 

,— .  ei'  \Fï 

e''v~l      par     , 

/■ 

on  en  conclura 

(3)  (1—  -eW^A   *(i  —  9re-W=i)-''  =  0o+20,1(/-»f»WII+/'»r»WII). 

Donc  les  deux  produits 

0,,/-"    et     &nr" 

seront  les  coefficients  des  exponentielles 

gnpij—l         e—ni>\J—l 

dans  le  développement  de  l'expression 

fi-  iepyTA~\i  -  Bre-pf*)-'. 


D'ailleurs  on  a 


1 eP\P» 

1  —  Bre-pf^zz:  1  —  02—  6r 

eP\pi 


_  ep  V-1 


et,  par  conséquent, 

(4)  1  —  6re-p4=I={i  —  8*)\  i—lr- 

\  ePv-1 

la  valeur  de  A  étant 

(5)  > 


1  — G2' 
et  de  la  formule  (1),  jointe  à  la  formule  (4),  on  conclu! 

(1 •  e'vFïj     (i  —  6re-P^)~* 


=  (i-0*)-' 


(l-~ePsf~l)    \[s]ilre-pJ-l(i--ePJ-i\   '      4-  .  .  .  I . 
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Or,  de  cette  dernière  équation,  comparée  à  la  formule  (7),  on  tirera 

0„5-"=(,-^)-|[5],i+[5]I[.9-l]^1).+  [.s]2[.V-l];i+2^  +  ...j 

et 

Q„9"  =  (1  -  9)-0."  |[*]»+ [*]»+,  [s-  n  +  i],).  +  [>]„+,  [5-  n  +  2]2X2  +  ...  j, 

et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  aux  équations  (10),  (n),  (12)  de  la 
page  248.  Donc,  si  l'on  veut  rendre  complètement  rigoureuse  la  mé- 
thode que  nous  avons  suivie  pour  établir  ces  formules,  il  suffira  de 
concevoir  que,  dans  le  rapport 

-9-' 

l'exponentielle  epv~K  se  trouve  multipliée  par  un  facteur -<r,  qui 
peut  d'ailleurs  différer  aussi  peu  que  l'on  voudra  de  l'unité. 


258. 

Analyse  mathématique.  —  Noie  sur  diverses  propriétés  remarquables  du 
développement  d' une  fonction  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  d' une  même  variable. 

C.  R..  T.  XIX,  p.  2o5  (22  juillet  1844  ). 

Considérons  une  fonction  donnée  d'une  variable  x  réelle  ou  imagi- 
naire.  Si  celle  l'onction  reste  continue,  du  moins  pour  des  valeurs  du 
module  de  la  variable  comprises  entre  certaines  limites,  elle  sera, 
pour  de  telles  valeurs,  développable  en  une  série  convergente  ordon- 
née suivant  les  puissances  entières  de  la  variable.  Il  y  a  plus  :  les  divers 
termes  de  ce  développement  jouiront  de  propriétés  remarquables,  et 
qu'il  paraît  utile  de  signaler. 

D'abord,  la  valeur  d'un  terme  quelconque,  pour  un  module  donne 
de  la  variable,   ne  sera  autre  chose,  comme  on   peut  aisément  s'en 
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assurer,  que  la  valeur  moyenne  et  correspondante  du  produit  qu'on 
obtient  quand  on  multiplie  la  fonction  elle-même  par  une  certaine 
exponentielle  trigonométrique.  Or,  de  ce  principe  on  déduit  immédia- 
tement un  théorème  digne  d'attention,  savoir,  que,  dans  le  dévelop- 
pement d'une  fonction  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  va- 
riable, le  module  d'un  terme  quelconque  est,  pour  un  module  donné 
de  la  variable,  toujours  égal  ou  inférieur  au  plus  grand  module  corres-  - 
pondant  de  la  fonction  dont  il  s'agit. 

D'ailleurs  de  ce  premier  théorème  on  en  déduit  immédiatement  plu- 
sieurs autres  qui  permettent  de  transformer  en  méthodes  rigoureuses 
divers  procédés  dont  on  s'était  servi  pour  déterminer  les  valeurs  appro- 
chées des  coefficients  que  renferme  la  série. 

Analyse. 

Soit  i'(cc)  une  fonction  donnée  de  la  variable  imaginaire 

(i)  œ  =  reP'f-*, 

et  supposons  que  cette  fonction  reste  continue  entre  les  limites  infé- 
rieure et  supérieure  kt  et  k  du  module  rde  la  variable  x.  On  aura,  en 
prenant  r  =  i, 

(?.)     f(eP>f:i)=.  .  .fl.,r!',/:'  +  8.1r',fi+  a0+  «^W111-^  ci^p^^-.  .  ., 
cl  plus  généralement,  en  supposant  r  renfermé  entre  les  limites  kt,  k, 

(3)  f(,r)  =.  .  .  a_2a—2+  a_ix~i  -+-  a0-+-  axx  -+-  a2:r2-h  .  .  . , 

la  valeur  de  an  étant  déterminée  par  la  formule 

r-n    n11  .         _x 

(4)  a„— /     e-npJ-nireP^-^dp. 

2TC  J  „ 

Or  celle  formule,  dans  laquelle  on  peut  supposer  l'indice  n  positif  ou 
négatif  et  attribuer  au  module  r  l'une  quelconque  des  valeurs  coin- 
pri  les  entre  les  limites  /,,  /•,  entraîne  diverses  conséquences  dignes  de 
remarque,  el  que  nous  allons  indiquer. 
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D'abord,  il  suil  de  la  formule  (4)  que  le  produit  anr",  c'est-a-dire 
le  module  <lu  terme  général  du  développement  de  f(.r),  esl  précisé- 
ment la  valeur  moyenne  de  la  fonction 

D'ailleurs  celte  valeur  moyenne  offre  nécessairement  un  module  inté- 
rieur au  module  maximum  de  la  fonction  elle-même.  On  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  tirs  général,  et  qui  paraît  digne  d'attention  : 

Théorème  I.  —  Dans  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances entières d' une  variable,  le  module  d'un  terme  quelconque  est,  pour 
une  valeur  donnée  du  module  de  la  variable,  toujours  inférieur  au  plus 
grand  module  correspondant  de  ta  fonction  elle-même. 

On  peut  évidemment  tirer  de  la  formule  (  \)  une  limite  supérieure 
au  module  du  terme  général 

a„  x"     ou    a-„.i—" 

de  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  (  5  ).  Veut- 
on,  par  exemple,  obtenir  une  limite  supérieure  au   module  de  a,rv", 

n  étant  positif,  on  posera 

r  =  p, 

p  désignant  un  nombre  égalou  inférieur  au  module/-.  Soit  d'ailleurs  ' 
le  module  maximum  de  la  fonction  ï(pe'"*'~'  ),  ou  une  quantité  positive 
inférieure  a  ce  module.  En  vertu  de  la  formule  (  \  ),  dans  laquelle 
nous  réduirons  r  à  p,  le  module  de  a„.v"  sera  certainement  inférieur 
au  rapport 


G) 


V 


Pareillement,  si  p,  désigne  un  nombre  égal  ou  supérieur  au  module  kl% 
et  .7  le  module  maximum  de  la  fonction 

f<  p,eW    '  ). 

OU  une  quantité  positive  inférieure  à  ce  module,   alors  le  module  de 

OEuvres  <le  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  >7 
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a_nx~n  sera  certainement  inférieur  au  produit 


§.. 


Cela  posé,  si,  clans  le  second  membre  de  la  formule  (3),  on  conserve 
seulement  les  termes  proportionnels  aux  puissances  de  a;  ou  de  ->  dont 
le  degré  est  inférieur  au  nombre  entier  n,  l'erreur  commise  offrira  cer- 
tainement un  module  inférieur  à  la  somme 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  somme 


(5) 


_  Pi 
r 


Donc,  si  l'on  attribue  au  nombre  entier  n  une  valeur  assez  considé- 
rable pour  que  la  somme  (5)  devienne  inférieure  à  une  certaine 
limite  o,  on  commettra  sur  la  valeur  de  f(x)  une  erreur,  dont  le  module 
sera  inférieure  à  cette  limite,  lorsqu'à  l'équation  (3)  on  substituera  la 
suivante  : 


(G)        Ux 


-«-M 


X~ 


■  a_,  x~[  -+-  «,,-t-  «,  x  +  .  .  .-h  a„.^.r 


et  par  conséquent  on  pourra,  sans  craindre  une  toile  erreur,  ni  sur  la 
fonction  elle-même,  ni  sur  aucun  des  termes  qui  renferment  les  coef- 
ficients 


a-, 


..,     «_,,     a0,     a%, 


déterminer  chacun  de  ces  coefficients,  non  plus  à  l'aide  de  l'équation 

(-)  am—  — -  /     e-»W   '  l'(  n-H~l  )  dp, 

mais  à  l'aide  de  la  suivante 

i  s  i  a,„         i    2dc  rc  '* 
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/désignant  un  nombre  entier  égal  ou  supérieur  à  in  i,  et  la  somme 
qu'indique  le  signe  y  «'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières  de  i  qui 

restent  inférieures  à  /.  Or,  substituer  l'équation  (8)  à  l'équation  (7), 
c'est  tout  simplement  appliquer  la  méthode  des  quadratures  à  l'éva- 
luation de  l'intégrale  que  renferme  le  second  membre  de  l'équation  (7). 
C'est  encore,  si  l'on  veut,  appliquer  la  méthode  d'interpolation  au  dé- 
veloppement de  la  fonction  f(#)  en  série.  Mais,  en  opérant  comme  on 
vient  de  le  dire,  on  transformera  en  méthodes  rigoureuses  ces  méthodes 
dont  les  géomètres  ont  souvent  fait  usage,  et  dont  j'avais  moi-même, 
dès  l'année  i832,  indiqué  l'emploi  comme  pouvant  être  utile  dans  les 
problèmes  d'Astronomie. 

Lorsque,  en  supposant  /■  =  k  et  r  =  k ,  on  rend  infinies  des  dérivées 
de  fïj'),  alors,  d'après  ce  que  j'ai  dit  dans  un  autre  article,  /•  et  k  sont 
les  limites  extrêmes  entre  lesquelles  le  module  de  .r  peut  varier,  sans 
que  le  développement  de  ï(x)  cesse  d'être  convergent.  Si  d'ailleurs  la 
fonction  f(\r)  ne  devient  pas  infinie  avec  ses  dérivées,  mais  conserve, 
au  contraire,  une  valeur  finie  pourr  =  £  et  pour  r=kt,  il  sera  utile 
de  réduire,  dans  l'expression  (5),  p  à  /",  p,  à  kr  Cette  dernière  réduc- 
tion ne  sera  plus  permise  si  f(a?)  devient  infinie  quand  on  pose  /•  =  k 
d  r  =  kt.  .Mais  alors,  pour  diminuer  la  valeur  de  l'expression  (5),  il 
pourra  être  avantageux,  quand  le  nombre  //  sera  considérable,  de  sup- 
poser p  peu  différent  de  k,  et  p(  peu  différent  de  /•,. 

Au  reste,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  on  peut  souvent  substituer  à 
l'expression  |  5)  une  autre  expression  du  même  genre,  que  l'on  dé- 
duira de  l'équation  (4),  transformée  d'abord  à  l'aide  d'une  ou  de  plu- 
sieurs intégrations  par  parties.  Kn  effet,  concevons  que  f(j?)  devienne 
infinie  pour  une  valeur  \  de  x,  dont  le  module  soit  /'.  et  supposons, 
pour  fixer  les  idées, 

t    /         (1        '   )     y  a    . 

l'exposant  s  étant  positif;  mais  admettons  en  même  temps  que  ï(x) 
conserve  une  valeur  finie   poura?  =  £.  Si  l'on   nomme  a  l'argument 
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de  ç,  on  aura 


l  r=/,e*\'-', 


f ( ,■("'  \l-l)  —  (i  —  j  e'i>-*>  \'-] \    '  cp ( reP v-  «  ). 
On  aura  donc,  par  suite, 

f(  /.ïW-"ï)  =  (i  _  eC/»-aiV'-i  )~s  ©(  /,-ri'M  -'  I . 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (4),  en  y  posant  r=  k, 


(9)  ci,, 


-Il    f"  

_  /     e-nPy]-ul_eip-<x)\l-i)  s (a(keP^-l)dp. 


Or  une  ou  plusieurs  intégrations  par  parties,  appliquées  à  cette  der- 
nière formule,  feront  croître  l'exposant  —  s  d'une  ou  plusieurs  unités, 
de  manière  qu'il  se  trouve  remplacé  par  un  exposant  positif;  et  alors 
le  module  maximum  de  la  fonction  sous  le  signe   /,  multiplié  par 

le  rapport  (7)  >  donnera  évidemment  pour  produit  une  limite  supé- 
rieure au  module  du  terme  altx" . 

Lorsqu'on  applique  les  principes  que  nous  venons  d'exposer  aux 
problèmes  d'Astronomie,  il  est  bon  de  se  rappeler  que  l'on  simplifie  les 
calculs  en  substituant  directement,  dans  les  intégrales  dont  les  valeurs 
se  déterminent  par  la  méthode  des  quadratures,  les  anomalies  excen- 
triques aux  anomalies  moyennes. 


25!).       • 

Astronomie.  —  Mémoire  sur  l  application  de  la  méthode  logarithmique  à 
la  détermination  des  inégalités  périodiques  que  présentent  les  mouve- 
ments des  corps  célestes. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  27g  (  "i  aoûl  1844 )■ 

Dans  l'une  des  dernières  séances,  j'ai  proposé,  pour  le  développe- 
ment des  fonctions  en  séries,  une  méthode  nouvelle  qui  se  l'onde  sur 
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la  considération  des  logarithmes,  H  que  j'ai  nommée  pour  cette  raison 
la  méthode  logarithmique.  Comme  l'emploi  de  celle  méthode  offre  sur- 
toul  de  grands  avantages  dans  le  calcul  des  perturbations  que  pré- 
sentent les  mouvements  dt^s  planètes  ou  même  les  mouvements  des 
comètes,  j'ai  cru  qu'il  serait  utile  de  montrer  comment  elle  s'applique 
à  ce  calcul.  Cette  application,  qui  peut  intéresser  à  la  fois  les  géomètres 
et  les  astronomes,  a  été  seulement  indiquée  dans  une  précédente  Note. 
Elle  sera  l'objet  du  présent  .Mémoire. 

Les  amis  (\i>^  sciences  verront,  je  l'espère,  avec  satisfaction,  la  nou- 
velle méthode  s'appliquer  aussi  facilement  à  la  théorie  du  mouvemenl 
des  comètes  <|u'à  la  théorie  des  mouvements  planétaires. 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Comme  je  l'ai  rappelé  dans  le  Mémoire  cl n  22  juillet,  le  calcul  des 
inégalités  périodiques,  produites  dans  le  mouvement  d'une  planète  m 
par  l'action  d'une  autre  planète  m',  suppose  que  l'on  a  développé  la 
fonction  perturbatrice,  et  spécialement  la  partie  de  cette  fonction 
qui  est  réciproquement  proportionnelle  à  la  distance  \  des  deux 
planètes,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  des 
exponentielles  trigonométriques  dont  les  arguments  sont  l'anomalie 
moyenne  Tde  la  planète  m,  et  l'anomalie  moyenne  T  de  la  planète  m'. 
Le  problème  qu'il  s'agit  alors  de  résoudre  consiste  donc  à  développer 

suivant  les  puissances  entières,  positives,  nulle  et  négatives  des 
deux  exponentielles 

Soient  effectivement  A,  le  coefficient  de 

dans  le  développement  de  -  •  ci  A„  .,  le  coefficient  >\>y 
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dans  le  développement  de  A,,-.  On  aura,  non  seulement 


(,) 


=  yAve"'rV-», 


la  somme  qu'indique  le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières, positives,  nulle  ou  négatives  de  n\  mais  encore 


(2) 


L  — VA         .«(bT+hTIiP 


la  somme  qu'indique  le  signe  V  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  n,  n';  et,  pour  obtenir  l'inégalité  périodique  correspondante 
à  un  argument  donné,  par  exemple  à  l'argument 

n'T'—  nT, 

n,  ?ï  étant  deux  nombres  entiers  donnés,  il  faudra  rechercher  les 
valeurs  correspondantes  des  coefficients 


x  \ 


des  exponentielles 


Soient  d'ailleurs  ^,  <\>'  les  anomalies  excentriques  des  planètes  m,  m', 
ef  nommons  <&„•  le  coefficient  de  l'exponentielle 

en'  if  y]~l 

dans  le  développement  de  -  suivant  les  puissances  entières  de  l'expo- 
nentielle 

Une  formule,  que  j'ai  rappelée  dans  le  Mémoire  sur  la  méthode  loga- 
rithmique [voir  la  formule  (5)  de  la  page  a53],  el  qui  continue  évi- 
demment de  subsister  quand  on  passe  de  la  planète  m  à  la  planète  m', 
ramènera  la  recherche  du  coefficient  A;i  à  la  recherche  du  coeffi- 
cienl  Xn>.  Il  reste  à  montrer  comment  on  peut  déterminer  la  valeur 
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du  coefficient  -i,„  et  développer  cotte  valeur  suivant  les  puissances 
entières  de  l'exponentielle 

eT^. 

dette  détermination  et  ce  développement  seront  l'objet  des  deux  para- 
graphes suivants.  Dans  le  dernier  paragraphe,  je  ferai  voir  que,  en 
vertu  d'une  légère  modification  apportée  à  la  marche  du  calcul,  les 
formules  obtenues  deviennent  applicables  a  la  théorie  du  mouvement 
des  comètes  aussi  bien  qu'à  la  théorie  des  mouvements  planétaires. 


§  II.  —  Développement  du  rapport  de  l'unité  à  la  dislance  x,  de  deux  pla- 
nètes ni  et  ni',  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de 
l'exponentielle  trigonométrique  dont  l'argument  est  l'anomalie  excen- 
trique de  la  planète  m'. 

Soient  toujours  ip,  •]/  les  anomalies  excentriques  des  planètes  m, 
m!,  et  x  leur  distance  mutuelle.  La  valeur  générale  de  x2  sera  de  la 
forme 

^  S=  h  -r-  kcos('^  —  y—x)  —  bcos(d/  —  6)  —  b'cos(<]/—  S') 
'  -+-  c  cos(  ty  +  ty'—y)  -i-  i  cos2'L  +  i'  cosai]/, 

h,  k,  h,  b',  c,  i,  i'  désignant  des  constantes  positives,  et  a,  6,  6',  y  des 
angles  constants.  Donc,  en  posant,  pour  abréger, 

/  p  =  h  -t-  k  cos  (  4»  —  <K  —  a  ) 
(2)        <  —  bcos('i  —  S)  —  b'  cos('V  —  6')  -t-ccos('J/-+- vb'—  y), 


ç  =  i  cos2ij;  -i-  i'  cos  >  \  . 

on  aura 

(3)  t*=p    •    ç. 

On  en  conclura 

(4)  -=p  s+-p  'ç  +  ^yp  !s!+.-.; 

i  2  2.4 

et,  comme  ç  sera  généralement  très  petit  par  rapport  à  p,  on  pourra 
réduire  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la  formule  i  \  > 
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à  un  petit  nombre  de  termes.  D'ailleurs,  les  développements  de  c, 

ç- suivant  les  puissances  entières  de  ^  ^  ' ,  se  déduiront  très 

aisément  de  la  formule 

ç  —  i  cos'2'j;  -i-  i'  cos2<J/. 

Donc  la  recherche  du  développement  de  -  suivant  les  mêmes  puis- 
sances, et  en  particulier  la  recherche  du  coefficient  JU„'  correspondant 
à  la  puissance  du  degré  /?',  c'est-à-dire  à  l'exponentielle 

- 1  _â 

se  trouvera  réduite  à  la  recherche  des  développements  de  p  ",  p  ", 

Or,  /  étant  un  nombre  entier  peu  considérable,  on  développera  aisé- 
ment 

P       2> 

suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

à  l'aide  des  formules  que  nous  avons  déjà  rappelées,  et  en  opérant 
comme'  il  suit. 

La  valeur  de  p,  déterminée  par  la  première  des  équations  (  2  ),  peut 
être  réduite  à  la  forme 

(5)  p  =  H  +  Kcos(<|/ —  co), 

H,  K,  oj  désignant  trois  quantités  indépendantes  de  l'angle  <\>;  et,  pour 
effectuer  celle  réduction,  il  sullit  de  poser 

6)  Il      h  — bcos(^  — ë), 

x 
71  k       Uf-'.i',         ewvRzrf-Vei*-0"/31, 


les  valeurs  de  v,  w  étant  fournies  par  les  équations 

1  k  U 

(8)  1 

k  k 
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En  vertu  de  ces  diverses  formules,  H  et  K-  seront  des  fonctions  en- 
tières des  deux  quantités  variables  sin},  cos'},  la  fonction  H  étant  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  de  ces  deux  quantités,  et  la  fonc- 
tion K2  du  second  degré.  Si  d'ailleurs  on  pose 

(9)  0  =  tangf  iarcsiriT-  ), 
on  en  conclura 

et  par  suite  l'équation  (6)  pourra  être  réduite  à 

(10)  H=— «, 

■2  a 

la  valeur  de  u  étant 

(il)  M  =  I  —  2ÛCOS('^  —  6)  -f-  fl!. 

Ajoutons  que  les  valeurs  de  c,  w  fournies  par  les  équations  {S )  peuvent 
elles-mêmes  être  présentées  sous  les  formes 


(12) 


v  =  (1  ~-  be^-lW-')  (1  —  re<  +  -v)v'->), 


b,  c  désignant  des  constantes  positives,  et  a,  v  des  angles  constants. 
Posons  maintenant 

(.3)  .    ,=  l 

et 

(k'()  0  =  lang(^arcsin-j). 

On  aura,  par  suite, 

Donc  la  formule  (5)  donnera 

(i5)  p  =  —  [1  -f-  2  0cos(i]/  —  w)  -4-  0'-], 

OEuvrcs  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  J8 
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et  Ton  on  conclura 

(16)  p       '2==(y)      [h-2  0cos(^'— w)  +  ô*]       ». 

Cela  posé,  concevons  que  l'on  développe  les  deux  expressions 


2 


(I-29COS-J/4-6-)  2,  p 

en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

0  sera  le  module  commun  des  deux  séries;  et,  si  l'on  nomme 

©/,„■,    */,«■ 

les  coefficients  de  l'exponentielle 

en>  'Y  y/rr 

dans  les  deux  développements,  on  aura 

(l7)  */,»'=  (-0*'(|^)      V»'^"'"^- 

Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  abréger, 

r  .  .  /(/ +  l)  ■■■(/+  /l   —  I) 

1      J"  1.2.../* 

el 

on  trouvera,  non  seulement 

\  '■         -i/t         2  i.'i        2/l'-|-2  2/ï'H-4  ' 

mais  encore 

On' 

(»9)  ©/,»•=['  ■+-  {]«'!/,« :i 


(-e»j 
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la  valeur  de  \Ln-  étant 

2/4-1    %l —  1  .        (2  /-4-  r ) (  2 /-(- 3)  (2/  —  1)  (2  /  —  3  )  .  _ 
(20)    l/>n.  _i-+-  -—__;_  A  ■+  2>4  (an'+a)(aii'4-4) 

Ajoutons  que,  si,  dans  la  formule  (17),  on  substitue  à  la  place  de  K  et 
de  l'exponentielle  e"V  '  leurs  valeurs,  tirées  des  formules  (7),  on 
trouvera 

*#.•■=(- 0"Y-W\     'Vf-)'  r»'fH)i/=ï. 

Comme  la  valeur  de  0^,,,  fournie  par  L'équation  (18),  se  compose 
de  termes  proportionnels  à  diverses  puissances  de  0,  savoir,  à 

0"'      ô"'+i 

il  est  clair  que,  en  vertu  des  formules  (18)  et  (20),  la  valeur  de  ife/yse 
composera  de  termes  proportionnels  à  ces  mêmes  puissances,  multi- 
pliées par  le  produit 


Donc,  pour  développer  \iïv>„  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle  e^^,  il  suffira  de  développer  en 
séries  de  cette  espèce  le  produit 


(22) 


,«'+/  +  -     -(n'-i-   !  )  !  f«'+/+i 

1  -  r-  -     w     -  2 


et  ceux  dans  lesquels  il  se  transforme  quand  on  remplace  successive- 
ment le  nombre  ri  par  chacun  des  nombres  //     ■  1,  ri -{-  2 Or,  si 

Ton  veut  appliquer;!  ce  dernier  problème  la  méthode  logarithmique, 
la  question  sera  réduite  au  calcul  des  développements  des  logarithmes 
népériens  de  c,  w  et  0.  D'ailleurs,  les  développements  des  logarithmes 
decetc*-  se  déduiront  immédiatement  «les  équations  (12)  jointes  à  la 
formule 

(23)  i(,_a;)=_/J7-+-£L_1_^i+...  y 
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dans  laquelle  la  lettre  1  indique  un  logarithme  népérien.  Donc  la 
question  pourra  être  ramenée  a  la  formation  du  développement  de  10, 
suivant  les  puissances  entières  de  l'exponentielle 

Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  l'on  se  propose  de  calculer 
des  perturbations  correspondantes  à  des  puissances  élevées  des  expo- 
nentielles qui  ont  pour  arguments  les  anomalies  moyennes  des  deux 
planètes  m,  m' .  Alors,  le  nombre  n'  devenant  considérable,  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (20), 
deviennent  très  petits,  et  il  est  avantageux  de  remplacer  la  formule  (18) 
par  la  formule  (19),  jointe  à  l'équation  (20),  dont  le  second  membre 
peut  être,  sans  erreur  sensible,  réduit  à  un  petit  nombre  de  termes. 
D'ailleurs,  on  tire  des  formules  (17)  et  (19) 


(24: 


*/,»'=  (-0"'['  +  {]*•!/,»■ 


0»' 


-n'  10  v'-I 


'+: 


2   \9 


0    K 


11  y  a  plus  :  comme  la  formule  (14)  donne 

.  _   I  —  \J\  —  u2  l  1  ■+■  \Jl  —  v2 

j  du 

on  en  conclut 

Donc  l'équation  (24)  peut  être  réduite  à 

(25)        !«>/,„'=  (-i)B'[/ ■+- i]i.'i#,.-(H»— k»)  *{  +*~Ve-»w-«, 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  de  la  seconde  des  formules  (7),  à 


(26)  !&,,„<  =  (_,)«'[/+ : ;  ]„.!/,„.(  H» -K')"'"^    Vl-)     °"'<-  "'^  a,v    '• 
Donc,  pour  développer  i)!>,y  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
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sances  entières  de  l'exponentielle 

il  suffira  de  développer  en  séries  de  cette  espèce  le  produit 

i/i..(H»-K«)"5('+iV^y  e»', 

par  conséquent  le  produit 

(27)  (H2-K2)   *l    2M-       0"', 


et  ce  même  produit  successivement  multiplié  par  les  premières  puis- 
sances entières  de  A.  Or,  si  l'on  veut  appliquer  à  ce  dernier  problème 
la  méthode  logarithmique,  la  question  sera  réduite  au  calcul  des  loga- 
rithmes népériens  des  développements  de 

c,     «\     9,     H2  —  K2     et     1. 

D'ailleurs,  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  les  développements  de  h-, 
\w  se  déduisent  immédiatement  des  formules  (12)  et  (23).  D'autre 
part,  H2  —  K2  est  une  fonction  entière,  et  du  quatrième  degré,  de  eos|, 
sin},  qui  offre  une  valeur  toujours  positive,  et  qui,  pour  ce  motif, 
peut  être  égalée  au  produit  d'une  constante  par  deux  facteurs  V,  W 
semblables  à  ceux  dont  les  formules  (12)  fournissent  les  valeurs.  Ou 
pourra  donc  encore,  à  l'aide  de  la  formule  (23),  développer  aisément 

1(II2-K2) 

en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  l'exponen- 
tielle 

et  il  ne  restera  plus  qu'à  développer  en  séries  du  même  genre  10  et 
IX.  Enfin,  comme  des  deux  formules 


'/'  _5\_V/H2-Ki 


i-6-  2\0         )  K 
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on  tirera 

t    i 

1— .    .  »  =iflk- 


VH2—  K2       *       \/H2  -  K2 
on  en  conclura 

lX  =  lJk  +  ie  +  i[lcH-l«'  —  1(H2—  K*)], 

et  par  conséquent  la  recherche  du  développement  de  W  se  trouvera 
immédiatement  ramenée  à  la  recherche  du  développement  de  10. 

Donc,  en  résumé,  dans  l'application  de  la  méthode  logarithmique 
au  développement  du  coefficient  iP«v,„',  et  par  suite  au  développement 
du  coefficient  x„-,  suivant  les  puissances  entières  de  e^^  ',  la  princi- 
pale difficulté  consiste  à  développer  le  logarithme  népérien  du  mo- 
dule 0. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  résoudre  le  dernier  pro- 
blème. 


§  111.  —  Développement  du  logarithme  népérien  du  module  9  suivant  les 
puissances  entières  de  V exponentielle  trigonométrique  dont  l'argument 
est  l'anomalie  excentrique  de  la  planète  m. 

Le  module  0  est,  comme  on  l'a  vu  dans  le  paragraphe  précédent, 
déterminé  par  le  système  des  deux  équations 

(  i  )  8  =  tang ( |  arc  sin u ),  u  =  . .  > 

II,  K2  étant  deux  fonctions  entières  des  quantités  variables  sin-];,  cos|, 
et  ces  deux  fonctions  étant,  par  rapport  aux  quantités  dont  il  s'agit, 
la  première  du  premier  degré,  la  seconde  du  second  degré.  Or,  comme 
on  a  généralement 

37  (If  Cl  V 

d\  tang—  =  -.—  cl         d  a rc  si n x  —  -' , 

2         sinr  ./, 


\  i  —  x 

on  lirera  des  formules  (i) 

04,19=    -St" 


•j  \J  i 
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et,  par  suite, 


(2)  n.rlS 


K*  y/H*  -  Ks 

la  valeur  de  l  étant 

(3)  U  =  HKD+K  —  K^H. 

De  plus,  comme  la  première  des  formules  (7)  du  §  II  donne 

(4)  K«=k»w, 

les  valeurs  de  v,  w  étant  fournies  par  les  équations  (12)  du  même  para- 
graphe, la  formule  (2)  pourra  être  réduite  à 

(5)  p.i,i9=-— j £. 

D'ailleurs,  en  vertu  de  la  formule  (3),  U  et  rj  seront  deux  fonctions 

de  sin^,  cos<|>,  entières  et  du  troisième  degré;  par  conséquent  deux 
fonctions  entières,  et  du  troisième  degré,  de  chacune  des  exponen- 
tielles 

Donc,  pour  développer  D.^  1 0  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle  e^~\  il  suffira  de  développer  on 
une  semblable  série  le  rapport 

(6) 


jwy/H1—  K" 

Or  on  y  parviendra  aisément  en  suivant  la  méthode  logarithmique, 
puisque  le  logarithme  de  ce  rapport  sera  égal  et  de  signe  contraire  à 
la  somme 

dont  chaque  ternie  pourra  être  facilement  développé,  ainsi  que  nous 
l'avons  déjà  reconnu,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  de  e^~\ 
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§  IV.  —  Des  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  des  exponentielles 
trigonométriques  qui  ont  pour  arguments  les  anomalies  moyennes  de  deux 
planètes. 

Los  principes  exposés  dans  les  paragraphes  précédents  fournissent 
immédiatement  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  et  spé- 
cialement de  la  partie  de  cette  fonction  qui  est  réciproquement  pro- 
portionnelle à  la  distance  ï  de  deux  planètes  m,  m  ,  en  une  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  entières  des  exponentielles  trigono- 
métriques qui  ont  pour  arguments  les  anomalies  excentriques  <J>,  <\>'  de 
ces  deux  planètes.  Mais  le  calcul  des  inégalités  périodiques  exige  que 
les  développements  soient  effectués  suivant  les  puissances  entières 
des  anomalies  moyennes  T,  T .  Voyons  comment  il  est  possible  de  sub- 
stituer ces  dernières  anomalies  aux  deux  premières. 

Nommons  toujours  JU»'  le  coefficient  de  l'exponentielle 

dans  le  développement  de  -  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  e^V-'  ;  x,i  se  composera  de  diverses  parties  dont 
chacune,  comme  on  l'a  vu,  pourra  être  facilement  déterminée  à  l'aide 
de  la  méthode  logarithmique.  Soit 

F(+) 

une  de  ces  parties,  considérée  comme  fonction  de  l'angle  ^;  F(<j/)sera 
un  produit  de  facteurs  simples  dont  les  logarithmes  népériens  seront 
immédiatement  développables  en  séries  ordonnées  suivant  les  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle 

et  la  somme  des  développements  ainsi  formés  fournira  précisément 
le  développement  correspondant  du  logarithme  népérien  de  la  fonc- 
tion F(^)'  Concevons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  développer  F(^) 
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suivant  les  puissances  entières,  non  plus  de  L'exponentielle 

mais  de  l'exponentielle 

cl  cherchons  en  particulier,  dans  ce  nouveau  développement,  le  coef- 
ficient de  la  puissance  du  degré  n,  c'est-à-dire  le  coefficient  de 

n  désignant  une  quantité  entière  positive  ou  négative.  Le  coefficient 
cherché  sera 

* 

(i)  —  /     F(ù)e-"rv/-',/T. 

.Mais,  en  nommant  e  l'excentricité  de  l'orbite  décrite  par  la  planète  m, 
on  a 

(2)  T=<\>  —  £sin<f 

Donc  l'expression  (17)  pourra  être  réduite  à  celle-ci  : 

(3)  ^-  f  (1  —  scos^)¥(^)e-"'^~c"î^"'^~[(/-b. 

Donc  le  coefficient 

e"  r\F» 

dans  le  développement  de  la  fonction 
suivant  les  puissances  entières  de 
scia  en  même  temps  le  coefficient  de 
dans  le  développement  du  produit 

(4)  (I  — £COS'-L)t'"^i"'W"T[r(,J/)i 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  k) 
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suivant  les  puissances  entières  de 

Donc,  pour  obtenir  ce  même  coefficient  à  l'aide  de  la  méthode  loga- 
rithmique, il  suffira  de  développer  suivant  les  puissances  entières  de 
^\/-i  ie  logarithme  népérien  du  produit  (4)  et,  par  conséquent,  le 
logarithme  népérien  de  ses  divers  facteurs.  Or,  par  hypothèse,  on 
connaît  déjà  le  développement  du  logarithme  népérien  de  la  fonc- 
tion F('ji),  et  le  logarithme  népérien  de  l'exponentielle 

est  tout  simplement 

T  2  2 

Il  ne  restera  donc  plus  à  développer,  suivant  les  puissances  entières 
de  e^^~l ,  que  le  logarithme  népérien  du  facteur 

i  —  e  cos^- 

On  y  parviendra  très  aisément  en  posant 

(5)  m  =  tang(f  arcsiru). 

En  effet,  on  tirera  de  la  formule  (5) 


^nK 


par  conséquent 


(6)  I  —  £  COSlL  =  — (ï  —  2  Y)  COSdl  -+-  Y)2), 

2Y) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(7)  1  — £CosJ;=  —  (1  —  yj^/^Xi  —  ■ne-^^ri), 

2Y) 

et  il  est  clair  que  le  développement  cherché  du  logarithme  népérien 
de  1  —  Ecos-j*  se  déduira  immédiatement  de  l'équation  (7),  jointe  à  la 
formule  (23)  du  §  II. 
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En  résumé,  à  l'aide  des  formules  que  nous  avons  établies,  on  calcu- 
lera aisément  le  coefficient  de  l'exponentielle 

enTJ~l, 

ou  bien  encore  de  l'exponentielle 

e-nTj~l 

dans  le  développement  de  la  fonction  xn-.  On  calculera  de  la  même 
manière  les  coefficients  de  la  même  exponentielle  dans  les  développe- 
ments des  fonctions 

et,  pour  déduire  de  ces  divers  coefficients  celui  qui  leur  correspond 
dans  le  développement  de  la  fonction  A„-,  il  suffira  d'observer  que 
ce  dernier  se  trouve  nécessairement  lié  aux  autres  par  une  équation 
linéaire,  semblable  à  celle  qui  lie  entre  elles  les  fonctions  elles- 
mêmes,  c'est-à-dire  semblable  à  l'équation  (5)  de  la  page  253. 

§  V.  —  Remarque  sur  les  formules  obtenues  dans  les  paragraphes 

précédents. 

Soienta,  a'  les  demi-grands  axes  des  orbites  décrites  par  les  astres  m, 
m' ,  et  nommons  t,  l' les  excentricités  de  ces  mêmes  orbites.  Les  valeurs 
de  i,  i',  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i)  du  §  II,  seront 

aH°-  ..       a'Hn 

(i)  l  =  —  -,  l  =  — ; —  ' 


Or,  ces  valeurs  étant  généralement  très  petites  dans  la  théorie  des  pla- 
nètes, il  est  clair  que,  dans  cette  théorie,  la  valeur  de  ç  déterminée  par 
la  formule 

(2)  Ç  =  i  C0S21J/  -+-  i'C0S2ll/ 

est  très  petite  elle-même,  comparée  à  la  valeur  de  p  que  l'on  peut  sup- 
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poser  déterminée  par  l'équation 

(3)  p  =  t»-ç. 

Donc  alors  la  valeur  de  -  déterminée  par  la  formule 

(4)  I  =  ,-*+ip-*«+^p-*^+... 

se  trouve  représentée  par  la  somme  d'une  série  très  convergente.  11 
n'en  est  plus  de  même  lorsque  m,  cessant  d'être  une  planète,  devient 
une  comète,  et  alors,  des  deux  quantités  i,  i',  la  première,  i,  cesse 
d'être  très  petite.  Mais,  dans  ce  dernier  cas,  et  même  dans  tous  les 
cas  possibles,  on  peut,  en  conservant  sans  altération  les  formules  (3) 
et  (4),  substituer  à  l'équation  (2)  l'équation  plus  simple 

(5)  ç  =  i'cos2ij/. 

Alors  toutes  les  formules  que  nous  avons  précédemment  obtenues,  et 
les  conséquences  que  nous  en  avons  déduites,  continuent  de  sub- 
sister. Seulement  les  fonctions  entières  de  sin-j*,  cos'j/,  représentées 

par 

H    et    H2-K2, 

sont  :  la  première,  du  second  degré;  la  seconde,  du  quatrième  degré; 
ce  qui  n'empêche  pas  ces  mêmes  fonctions  d'être  décomposables  en 
facteurs  linéaires.  Cette  remarque  très  simple  permet  évidemment 
d'appliquer  la  méthode  logarithmique  au  calcul  des  inégalités  pério- 
diques qu'éprouvent  les  mouvements,  non  seulement  des  grandes  el 
des  petites  planètes,  mais  encore  les  mouvements  des  comètes  elles- 
mêmes. 
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260. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  l'application  de  la  méthode  logarith- 
mique au  développement  des  fonctions  en  séries,  et  sur  les  avantages 
que  présente,  dans  cette  application,  la  détermination  numérique  des 
coefficients  effectuée  à  l'aide  d  approximations  successives. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  G99  (7  octobre  1844). 

Dans  de  précédents  Mémoires,  j'ai  fait  voir  avec  quelle  facilité  la 
méthode  logarithmique  s'appliquait  au  développement  des  fonctions 
en  séries,  et,  en  particulier,  dans  les  problèmes  astronomiques,  au 
développement  de  la  fonction  perturbatrice.  Il  convient  d'abréger  cl 
de  simplifier,  autant  que  possible,  les  calculs  résultant  de  ces  appli- 
cations. Or  j'ai  reconnu  que  l'on  parvenait  effectivement  à  rendre  ces 
calculs  plus  simples  et  plus  concis,  en  déterminant  par  la  méthode 
logarithmique  les  valeurs  numériques  des  coefficients  dans  deux  ou 
plusieurs  approximations  successives.  Entrons,  à  ce  sujet,  dans 
quelques  détails. 

Concevons  qu'il  s'agisse  d'évaluer  numériquement  le  coefficient 
d'une  certaine  puissance  positive  ou  négative  (\'m\v  exponentielle  tri- 
gonométrique,  dans  le  développement  d'une  fonction  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  cette  exponentielle.  Souvent,  d'après 
la  nature  même  du  problème  qui  exige  cette  évaluation,  on  saura  quel 
est  l'ordre  de  décimales  auquel  on  doit  s'arrêter  dans  la  valeur  numé- 
rique cherchée.  Ainsi,  en  particulier,  si  cette  valeur  numérique  doit 
représenter,  en  Astronomie,  le  maximum  d'une  certaine  perturbation 
du  moyen  mouvement  d'une  planète,  on  saura  quel  est  l'ordre  de  déci- 
males auquel  on  doit  s'arrêter  pour  que  l'erreur  commise  ne  dépasse 
pas  une  limite  déterminée,  par  exemple  une  seconde  sexagésimale. 
.Mais  on  ne  saura  pas  apriori de  quel  ordre  sera  le  chiffre  le  plus  élevé 
de  la  valeur  numérique  cherchée.  A  la  vérité,  on  pourra  facilement 
obtenir  une  limite  supérieure  à  cette  valeur  numérique  ou  au  nombre 
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des  chiffres  significatifs  à  l'aide  desquels  elle  devra  être  exprimée. 
Mais  il  importe  de  connaître  exactement  le  nombre  même  de  ces 
chiffres;  en  d'autres  termes,  il  importe  de  savoir  si  le  rapport  de  la 
valeur  numérique  cherchée  à  l'unité  décimale  de  l'ordre  auquel  on 
doit  s'arrêter  reste  compris  entre  i  et  10,  ou  entre  10  et  ioo,  ou 
entre  looet  iooo,  —  En  effet,  sans  cette  connaissance,  on  se  trou- 
vera exposé,  par  exemple,  à  conserver  partout  dans  les  calculs  cinq 
ou  six  chiffres  significatifs,  tandis  que  deux  ou  trois  suffiraient  pour 
atteindre  le  degré  d'approximation  désiré,  et  l'on  verrait  ainsi  le  temps 
employé  par  le  calculateur  croître  dans  une  proportion  effrayante.  On 
évitera  cet  inconvénient,  si  l'on  détermine  la  valeur  numérique  cher- 
chée à  l'aide  de  deux  ou  de  plusieurs  approximations  successives. 
Pour  fixer  les  idées,  on  pourra  déduire  successivement  de  la  méthode 
logarithmique  une  valeur  du  coefficient  demandé,  qui  soit  approchée 
;»  quelques  centièmes  près,  puis  une  valeur  qui  soit  exacte  jusqu'au 
chiffre  décimal  de  l'ordre  auquel  on  doit  s'arrêter. 

Ce  qu'il  importe  surtout  de  remarquer,  c'est  que  les  deux  approxi- 
mations successives,  loin  de  présenter  deux  opérations  distinctes  et 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  peuvent  être  liées  entre  elles  de  telle 
sorte  que  la  première  rende  la  seconde  beaucoup  plus  facile  à  effec- 
tuer. En  effet,  considérons  les  deux  facteurs  variables  qui,  multipliés 
l'un  par  l'autre  et  par  une  certaine  constante,  doivent  reproduire  une 
fonction  dont  le  logarithme  est  développé  suivant  les  puissances  en- 
tières, positives  et  négatives  d'une  même  exponentielle  trigonomé- 
trique.  Il  suffira,  pour  simplifier  notablement  la  seconde  opération, 
de  considérer  chaque  facteur  variable  comme  équivalent  à  sa  valeur 
approchée  multipliée  par  un  nouveau  facteur.  D'ailleurs,  pour  obtenir 
le  logarithme  développé  de  ce  nouveau  facteur,  il  suffira  de  retrancher 
du  logarithme  du  premier  le  logarithme  de  la  valeur  approchée,  ou 
plutôt  son  développement,  dont  les  coefficients  se  détermineront,  avec 
toute  l'exactitude  que  l'on  recherche,  à  l'aide  des  équations  linéaires 
employées  dans  les  applications  de  la  méthode  logarithmique. 

Au  reste,  on  ne  s'étonnera  pas  de  voir  des  approximations  succès- 
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sives  rendre  plus  facile  le  développement  des  fonctions  en  séries,  si 
l'on  songe  que  c'est  précisément  sur  un  système  d'approximations 
effectuées  l'une  après  l'autre,  que  reposent,  non  seulement  la  division 
arithmétique  et  l'extraction  des  racines,  mais  encore  la  méthode  de 
Newton  pour  la  résolution  des  équations  numériques. 


261. 

Analyse  mathématique.  —  Note  sur  les  propriétés  de  certaines  factorielles 
et  sur  la  décomposition  des  fonctions  en  facteurs. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  1069  (18  novembre  1844). 

Les  factorielles  que  j'ai  nommées  géométriques  sont  celles  que  l'on 
obtient  quand  on  multiplie  les  uns  par  les  autres  des  binômes  dont 
les  premiers  termes  sont  tous  égaux  entre  eux,  tandis  que  les  seconds 
termes  forment  une  progression  géométrique.  Lorsque  l'on  prend 
pour  raison  de  la  progression  géométrique  une  certaine  variable  ce, 
la  factoriclle  géométrique  devient  une  fonction  de  a?;  et  si,  le  premier 
terme  de  chaque  binôme  étant  réduit  à  l'unité,  le  nombre  des  facteurs 
devient  infini,  alors,  pour  que  la  factoriclle  conserve  une  valeur  finie 
et  déterminée,  il  sera  généralement  nécessaire  que  le  module  de  x 
devienne  inférieur  à  l'unité. 

Au  reste,  la  factoriellc  géométrique,  telle  que  je  l'ai  définie,  se 
trouve  comprise,  comme  cas  particulier,  dans  une  classe  très  nom- 
breuse de  factorielles  dont  on  peut  obtenir  l'une  quelconque,  en  sub- 
stituant aux  termes  de  la  progression  géométrique  les  termes  corres- 
pondants d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de 
la  variable  x.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  s'assurer  que  les  valeurs  de  x, 
qui  rendent  la  série  convergente,  sont  aussi  généralement  celles  qui 
rendent  convergente  la  factoriclle  elle-même,  de  manière  à  fournir 
une  valeur  finie  et  déterminée  de  cette  factoriclle. 
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On  peut  se  demander  quelles  valeurs  doivent  acquérir  les  coeffi- 
cients  numériques  de  la  série,  pour  que  la  faetorielle  représente  une 
fonction  donnée.  Diverses  méthodes  sont  applicables  à  la  solution  de 
ce  dernier  problème.  On  peut  effectivement  le  résoudre,  soit  à  l'aide 
de  la  division  algébrique,  soit  en  recourant  à  la  méthode  des  coeffi- 
cients indéterminés,  soit  à  l'aide  des  logarithmes. 

Je  me  propose,  dans  un  autre  article,  de  rechercher  a  priori  quelles 
sont  les  valeurs  de  la  variable  x  qui  permettent  de  transformer  une 
fonction  donnée  de  cette  variable  en  factorielles  convergentes  de  l'es- 
pèce de  celle  que  je  viens  d'indiquer. 

Je  montrerai  d'ailleurs  quels  sont  les  avantages  que  l'on  peut  retirer 
de  la  considération  des  factorielles  pour  simplifier  les  applications  de 
la  méthode  logarithmique,  spécialement  dans  les  problèmes  d'Astro- 
nomie. 

Analyse. 

Désignons  par  x  une  variable  réelle  ou  imaginaire  dont  le  module 
soitr.  Les  divers  termes  d'une  série  ordonnée  suivant  les  puissances 
entières  et  positives  de  x  seront  de  la  forme 

Si  d'ailleurs  on  nomme  p„  le  module  de  an,  et  k  la  plus  grande  des 
limites  vers  lesquelles  converge,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la 

valeur  de  l'expression 

i 

(p„)\ 

le  produit /r  sera  le  module  de  la  série  (i),  qui  restera  convergente 
pour  tout  module  de  x  inférieur  à  y  Faisons  maintenait I 

(2)  P  =  (1  H-a0)  (1  +  «!■*•)  (1  -H  f'-ioc"1)  (1  -h  a3^3).  .  . 

et 

(3)  P„=(i  +  anxn)  (1  +  an,.xx»^). . ., 

n  désignant  un  nombre  entier  qui  pourra  èlre  supposé  1res  considé- 
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rable.  Pour  que  hfactorielle  représentée  par  la  lettre  P  conserve  une 
valeur  finie  et  déterminée,  il  sera  nécessaire  et  il  suffira  que  la  facto- 
rielle  P„  conserve  elle-même  une  valeur  finie  et  déterminée.  Pour  que 
cette  dernière  condition  se  trouve  remplie,  il  sera  nécessaire,  non  seu- 
lement que  le  produit 


a„x' 


diffère  peu  de  zéro  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  mais  encore  que  la 
série 

(4)  l(j-hanxn),     1(1  +  8^^+'),     ... 

reste  convergente,  la  lettre  caractéristique  1  indiquant  un  logarithme 
népérien.  Or,  le  module  de  la  série  (4)  se  réduisant  au  produit  kr, 
aussi  bien  que  le  module  de  la  série  (i),  on  en  conclura  que  la 
série  (4),  et  par  suite  les  factorielles  (2)  et  (3),  seront  convergentes 
ou  divergentes,  suivant  que  le  module  r  de  x  sera  inférieur  ou  supé- 


rieur à  7 
k 


Les  valeurs  des  coefficients  a„  a.,,  a3,  ...,  que  renferme  le  second 
membre  de  la  formule  (2),  déterminent  la  nature  de  la  fonction  P. 
Supposons  maintenant  que  cette  fonction  soit  donnée  a  priori  et 
qu'elle  ait  été  développée  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x,  en  sorte  qu'on  ait 

(5)  P  =  A(14-A,x  -t  -  A2.r2  +  .... 

On  pourra  chercher  à  déduire  des  coefficients  A„,  A,,  A.,,  ...  les  coeffi- 
cients a0,  a,,  a., On  y  parviendra  sans  peine  en  partant  de  l'équa- 
tion 

(6)  V.  •     V''   t-   \i./!-f...=  (i  +  fl,)(i  -+-«i.r)  (1  -W/2.r2)..., 

qui  doit  être  vérifiée  tant  que  les  deux  membres  restent  convergents. 
Or  on  trouvera  d'abord,  en  posant  a?  =  o, 

A„:=  I  -+-  «0, 
OEuvres  de  C.  —  S.  1,  t.  VIII.  ^O 
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et,  par  suite,  on  aura 

A,  A, 

X*-\-.  .  .=  (l  4 

#i  x  4-  a2  x2  4-  (  a%  4-  at  a2  )  x 


L    .a?  4-  -r-^-i-.  •  .=  (i  4-  axx)  (i  4-  a2x*)  (i  -+-  <73.r3)  4-. 
7)  A0  A0 


puis  on  en  conclura 

(8)  at=—,         aj=— ,  a3+,72r71=  — ,  

A0  Ao  A0 

Ces  dernières  équations  fourniront  le  moyen  de  déterminer  successi- 
vement les  valeurs  de  «,,  a2,  a3, On  pourrait  aussi,  après  avoir 

déterminé  a,  par  la  première  des  équations  (8),  diviser  par  i-\-a,x 

le  polynôme 

A,  As    . 

i+T-x-h—x2  +  ..., 
Ao  A0 

ordonné  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  puis  égaler  ce  quo- 
tient au  produit 

(  i  4-  a2  x2  )  (  i  4-  a3 x3  )  4-  .  .  .  =  i  4-  a2  x-  4-  a3  x3  ■+- .  .  . 

et  déterminer  ainsi  la  valeur  de  a.2.  On  pourrait  encore,  après  avoir 
trouvé  le  coefficient  a2,  appliquer  à  la  recherche  du  coefficient  a3  une 
nouvelle  division  algéhrique,  en  prenant  pour  diviseur  le  binôme 
14-  a2x2,  ....  Enfin  il  est  clair  que,  si  l'on  suppose  le  logarithme 
népérien  1 1}  développé  en  série,  en  sorte  qu'on  ait 

(9)  lP  =  B04-B1a;4-BJa;ï4-..., 

on  pourra  déduire  r/,,  a.,,  a3,  . . .  de  l'équation 

B()4-  Btx  4-Bïa;î4-. . . 

I  ( i  4-  a0 )  4-  1  ( l  4-  «i x)  4-  1  (  1  4-  a%x% )  4- . . . 





I(i  4-  a„)  4-  axx   \-   la,—  -a\\, 


i 


«3+  ô«î  )■'"'  4-  («*—  -  a\  )  >■  i 
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En  effet,  l'équation  (10)  entraîne  les  suivantes 

i  l(i-t-a0)  =  B0, 

(")  \  i  i  i 

/a,  =  B,,        a.2 a\  —  B,,       tf3-t-^aj  =  B3,       «v a*  =  B4,        ..., 

desquelles  on  tirera  successivement  les  valeurs  de  a,,  a2,  a3,  — 


262. 

Analyse  mathématique.  —  Sur  un  nouveau  genre  de  développement  des 
fonctions,  qui  permettra  d'abréger  notablement  les  calculs  astrono- 
miques. 

C.  R..  T.  XIX.  p.  LI23  (25  novembre  1844). 

On  sait  quels  services  ont  rendus  à  la  science  du  calcul  la  série  de 
Taylor  et  la  série  de  Lagrange.  J'ai  l'honneur  de  présenter  aujourd'hui 
aux  géomètres  une  nouvelle  série  qui  me  semble  pouvoir  elle-même 
contribuer  aux  progrès  de  l'Analyse.  Je  vais  essayer  d'en  donner  ici 
une  idée  en  peu  de  mots,  et  indiquer  de  quelle  manière  j'ai  été  con- 
duit à  la  formule  générale  qui  est  l'objet  du  présent  Mémoire. 

On  connaît  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  relative 
au  système  de  deux  planètes,  en  une  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances entières  de  l'exponentielle  trigonométrique  qui  a  pour  argu- 
ment leur  distance  apparente  vue  du  centre  du  Soleil.  On  sait  d'ail- 
leurs que,  dans  ce  développement,  le  coefficient  d'un  terme  d'un  rang 
très  élevé  peut  être  représenté  approximativement  par  \\\\r  expression 
1res  simple,  et  rigoureusement  par  uni;  série  dont  celte  expression  est 
le  premier  terme.  J'ai  reconnu  que  l'expression  dont  il  s'agil  est  com- 
prise, comme  cas  très  particulier,  dans  une  formule  qui  offre  aussi  le 
premier  terme  d'une  série  générale,  dont  l'usage  paraît  devoir  rendre 
plus  facile  la  solution  d'un  grand  nombre  de  problèmes. 

Concevons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  développer  une  fonction 
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en  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  d'une  certaine 
exponentielle  trigonométrique,  et  de  calculer  le  coefficient  d'une  puis- 
sance d'un  degré  très  élevé.  Je  prouve  qu'il  sera  généralement  très 
facile  d'obtenir  une  valeur  approchée  ou  même  exacte  de  ce  coeffi- 
cient, si  la  fonction  a  été  décomposée  en  deux  facteurs,  dont  un  seul 
fournisse  pour  les  termes  de  ce  degré  ou  d'un  degré  plus  élevé  des 
valeurs  sensibles.  Or  ce  cas  est  précisément  celui  qui  se  rencontre  en 
Astronomie;  et  par  suite,  aux  formules  que  j'ai  déjà  données  pour  la 
détermination  des  mouvements  planétaires,  il  me  paraît  très  utile  de 
joindre  encore  celles  que  renferme  le  Mémoire  ci-annexé. 

Au  reste,  la  nouvelle  formule  générale  peut  être  appliquée  à  la 
détermination  d'un  terme  quelconque  d'une  fonction  quelconque, 
décomposée  en  deux  facteurs. 

Ce  qui  parait  digne  d'attention,  c'est  que  la  série  générale  à  laquelle 
je  suis  parvenu  est  une  série  simple  dont  les  divers  termes  sont  propor- 
tionnels, non  plus,  comme  dans  la  série  de  Taylor,  aux  dérivées  suc- 
cessives d'une  même  fonction,  ni,  comme  dans  la  série  de  Lagrange, 
aux  dérivées  des  puissances  entières  d'une  fonction  donnée,  mais  à 
diverses  fonctions  dont  chacune  est  le  produit  de  la  variable  par  la 
dérivée  de  la  fonction  précédente.  Quant  aux  coefficients  numériques, 
ils  offrent  des  valeurs  qui  dépendent  du  rang  du  terme  que  l'on  consi- 
dère et  du  premier  des  deux  facteurs  de  la  fonction  donnée. 

Dans  de  prochains  Mémoires,  je  donnerai  des  applications  numé- 
riques de  mes  nouvelles  formules  à  la  théorie  des  mouvements  des 
planètes  et  des  comètes  elles-mêmes. 

Analyse. 
§  1.  —  Recherche  et  démonstration  de  la  nouvelle  formule. 

Nommons  F(a?)  une  fonction  donnée  de  la  variable  x,  et  concevons 
que  le  développement  de  cette  fonction  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives  de  x,  soit,  pour  des 
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valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites,  celui  que  détermine  la 
formule 

(i)  F  (.a")  =  A0  +  Atx  4-  A2x2-h. .  . -t-  A_iX-l-h  A_ix~^  +  . . .  . 

En  d'autres  termes,  concevons  que,  pour  des  valeurs  entières  positives 
ou  négatives  de  /?,  le  coefficient  xn,  dans  le  développement  dont  il 
s'agit,  soit  représenté  par  A„.  Supposons  d'ailleurs  la  fonction  F(a?) 
décomposée  en  deux  facteurs;  représentons  l'un  de  ces  facteurs  par 
i'(x),  l'autre  par  o(0.r),  0  désignant  une  constante  qui  pourra  se 
réduire  à  l'unité,  en  sorte  qu'on  ait 

(2)  F(x)  =  9(9a;)f(x), 
et  posons  encore 

(3)  H&)  =  a0-i-  atx  -+-  aîxi  + . .  .-+-  rt_,^_1+  a_2J"_2-+-.  .  ., 

(4)  ?(-^)  =  k0-+-  k,.r  +  k.2x2  +  . . .+  k-iJ—'-t-  k_2;£-2  +  .  . .. 

On  tirera  de  la  formule  (4),  du  moins  pour  des  modules  de  0  qui  ne 
s'écarteront  pas  de  l'unité  au  delà  d'une  certaine  limite, 

(5)  9(5^)  =  k0+k,{/^-t-k.252^2  +  . . .+  k^-'-r-'-t-  k_26-2a-2  +  . ... 
Or,  si  l'on  substitue,  dans  la  formule  (2),  les  valeurs  de 

F(x),     l'(.r),     o(9x), 

tirées  des  formules  (  1),  (  3),  (5),  les  coefficients  des  puissances  sem- 
blables de  .x-,  dans  les  deux  membres,  devront  être  égaux  entre  eux, 
et,  par  suite,  on  aura 

(6)  I        ^k/;"  +  a1k,,_//'-1  +  ...+  a_1k„+10*+,  +  .... 
Ajoutons  que,  dans  celle  dernière  formule, 

'/M  "ri  ('l  K„ 

pourront  être  considérés  comme  des  fonctions  de  //,  dont  les  valeurs 
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seront  exprimées  par  des  intégrales  définies  connues.  On  aura,  par 
exemple, 

.     fit         _  _ 

(;)  An——i     e-"P\/-lF(eP^-l)dp, 

i    r*        —         — 

(8)  k„  =—         e-npj-i  c?(eP\/-t)c/p. 

Si,  dans  l'équation  (8),  on  remplace  n  par  n  -h  m,  on  en  conclura 

i    r11        —        —         — 

(9)  k„+,„=  —  /     e-^W-1  e-npf^y^eP^I-ijdp. 

D'ailleurs,  l'expression  fi-"^/'^/-,  sera,  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  dé- 
veloppable  en  une  série  convergente;  et,  si  l'on  substitue  le  développe- 
ment de  cette  expression,  savoir, 

e-'"/'\/=r=i  +  m(—  p  s/^î)  +  —  (  —  p\J^~îy+.  .  ., 

0 

dans  le  second  membre  de  l'équation  (9),  on  en  tirera 

(10)  kn+m  =  k„  +  m  k„,,  +  m2k„)2  4-. . . , 

la  valeur  de  kB),„  étant  généralement  déterminée  par  la  formule 

que  l'on  peut  réduire  :i 

,     ,  ,  D«k„ 

(12)  K,m  — 


1 . 2 . 3 . . .  m 


Cela  posé,  la  valeur  de  kn+m  fournie  par  l'équation  (10)  se  réduira 
simplement  à  la  suivante 

( 1 3  )  krt+,„  =  k„  +  -  D„  k„  +  —  D  *  k„  + .  . . , 

c'est-à-dire  à  celle  que  donne  la  formule  de  Taylor. 
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Observons  maintenant  que  la  formule  (3)  peut  s'écrire  comme  il 
suit 

('4)  t{x)  =  2amx*, 

la  somme  qu'indique  le  signe  £  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières, 
positives,  nulle  et  négatives  de  m.  Sous  la  même  condition,  l'équa- 
tion (6)  peut  être  réduite  à 

et  de  cette  dernière  formule,  combinée  avec  l'équation  (io),  qui  con- 
tinue de  subsister  quand  on  y  remplace  m  par  -m,  on  tire  immédia- 
tement 

(16)  Am=d"(btt2am  0-'"  -  kn,t2mam  0-»>  +  k„,22m*a,„  Q—  _...,. 
Donc,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(17)  ft(x)  =  Ima„lx>»,         L(j:)-Zm*amx'», 

et  si  d'ailleurs  on  a  égard  à  la  formule  (14),  on  trouver;,  définitive- 
ment 

(.8)  An=e»[k„  f(ô-«)-  k»fl  r,(0-i)  +  k,,  u{B-x)-.. .] 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  de  l'équation  (22), 
('9)  Aa=6"  ïk„  f(fl-i)  _  thh  fl(e-«)  +  2i^  fi(ô_ij  _      1 

Telle  est  la  formule  très  simple  et  très  générale  par  laquelle  on  peul 
tirer  de  k„,  considéré  comme  fonction  de  n,  la  valeur  de  A„.  Il  est 
d'ailleurs  important  d'observer  que,  dans  cette  même  formule,  les  di- 
verses fonctions  f,(a?),  f,(.r),  ...  peuvent  aisément  se  déduire  les 
mies  des  autres  et  de  la  fonction  donnée  f(».  En  effet,  comme  on  tire 
de  l'équation  (14) 

I).,.  f(.r)  =  2mama;m-\ 

la  première  des  formules  (17)  donner;,  évidemment 
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et  l'on  trouvera  de  même 

/  f2(x)  =  a;Da:f1(^), 
(21)  >   f,(a>)  =  *]>*£(*), 


Ainsi,  la  suite 

î(x),     f,(x),     f,(ar),     ... 

est  composée  de  fonctions  dont  chacune  est  le  produit  auquel  on  par- 
vient quand,  après  avoir  différcntié,  par  rapport  à  la  variable  x,  la 
fonction  précédente,  on  multiplie  la  dérivée  ainsi  obtenue  par  cette 
variable  même. 

§  II.  —   Applications  diverses  de  la  nouvelle  formule. 

Continuons  de  nous  servir  des  notations  employées  dans  le  premier 
paragraphe,  et,  pour  montrer  une  application  de  la  nouvelle  formule, 
supposons  # 

.y  désignant  une  constante  réelle  ou  imaginaire.  En  développant  %(x) 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x,  et  posant,  pour 
abréger, 

<»>  M-='(,+,).ï.i,.r~,) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

on  reconnaîtra  que  le  coefficient  de  xn  se  réduit,  pour  une  valeur  né- 
gative de  x,  à  zéro,  et,  pour  une  valeur  nulle  ou  positive  de  x,  à  [s\n. 
Donc,  en  nommant  k„  ce  coefficient,  on  aura 

(k,j=  o  pour  n  <  o 

.  T(n-hs) 

f  K=  fv — 1~ TrT- ;     l101"'  n>°' 
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Par  suite,  la  valeur  générale  de  k„,  et  celle  que  l'on  devra  substituer 
dans  le  second  membre  de  la  nouvelle  formule,  sera 

On  commettrait  le  plus  souvent  une  erreur  si,  à  la  plaie  de  la  for- 
mule (5),  on  employait,  pour  une  valeur  quelconque  de  n,  la  seconde 
des  formules  (  ]).  Toutefois  cette  erreur  peut  devenir  insensible,  ou 
même  rigoureusement  nulle,  dans  certains  cas  qu'il  importe  d'exa- 
miner. 

Supposons  d'abord  que  le  développement  de  f(x)  renferme  seule- 
ment les  puissances  négatives  de  x,  et  que  l'on  cherche  la  valeur  de  A„ 
correspondante  à  une  valeur  positive  de  // ;  alors,  les  coefficients  a,, 
a.,,  ...  étant  réduits  it  zéro,  l'équation  (G)  du  $  I  se  réduira  simple- 
ment ;i  la  suivante 

dans  laquelle  les  coefficients 

se  détermineront  tous  à  l'aide  de  la  seconde  i\o<.  formules  ('|).  Donc 
alors  on  pourra,  dans  le  second  membre  de  la  formule  (  20)  du  $  I, 
supposer  généralement 

(b)  K"- r («  +  .) r 

Cela  posé,  il  sera  facile  d'obtenir  successivement  les  valeurs  de 

l)  n  K/i ,       I  ) ,",  k  „ ,       .  .  . , 

et  d'abord  on  conclura  de  l'équation  (6) 

(71  1  k„    ir(n  +  s)  -ir(/n-i)-ir(5). 

D'autre  part,  on  a  généralement,  pour  des  valeurs  positives  de  la  va- 
riable x, 

Jf1 1 ■  t1   ' 
- —        fii. 
0      '  ~  l 

ORuvresdeC  —  S.  I,  t.  VIII.  |l 


322  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE. 

Donc,  en  supposant  n  et  n  -+-  s  positifs,  et  faisant,  pour  abréger,  non 
seulement 


SIX, 


i  ; 


i  —  t* 


tn  dt, 


(8) 

niais  encore 

(9)  3&JB=D?a& 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

X1  i  —  <*-' 

on  tirera  successivement  de  la  formule  (7) 


11) 


D?tk„=(X2-f-^,)k„, 


D'ailleurs,  on  pourra  facilement  calculer  les  valeurs  de  X  et  de  3&m; 
car,  en  développant      —  en  série,  on  tire  des  formules  (8),  (9) 


(12) 

et 


Db  ~ 


1 


/(   -t-  I  H   -+-  S 

I 


I 


(S  I  ) 


a  ■+■  2        n  -+-  s  -+-  1 
1 


(  n  +  1  )  (  «  +  i-  )        (n  +  2)(n  +  j'+i) 


■] 


>:•„,  =  (—  1)»'  i.2...m< 


1  1 

(«     -i-    I   >"<  (/J       h   .VI 


Ajoutons  que,  pour  obtenir  la  valeur  de  îft>m  exprimée  à  l'aide  d'une 
série  très  convergente,  lorsque  n  est  un  très  grand  nombre,  il  suffit 
d'appliquer  l'intégration  par  parties  au  développement  de  l'intégrale 


.(' 


1       r 
1       / 


l"(  \t)mdt, 


en  faisant  porter  les  différentiations  successives  sur  le  seul  facteur 
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— — -•  On  trouvera  ainsi 
i  —  i 


04)    x>  = 


s  —  i 


2_    (*— 0  (*  — a)  _         !       («  —  i)  (s  —  a)  ( s  —  3 ) 


/*+i        i.a  (A+i)(n  +  a)        i.a.3(rt+i)(fl  +  î)(«  +  3) 
puis  on  en  conclura 


(i5)     x,  =  - 


S  —  I  I  I         (s_i)(j}_2) 


«  -T-  I    «  +  I  I.2(/l-+-l)(»+2) 


V    H   -r-  1  «  +   2/ 


Donc,  si,  la  valeur  de  /?  étant  tirs  considérable,  le  nombre  -  est  consi- 

ii 

déré  comme  une  quantité  1res  petite  du  premier  ordre,  les  quantités 
•)b,  %,,  )l-2,  ...  seront  elles-mêmes  très  petites,  la  première  étant  du 
premier  ordre.  la  seconde  du  second,  etc.,  et  0Lm  étant  généralement 
de  l'ordre  m  -+-  r. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  pose  *  =  i,  les  formules  (G),  (8) 

donnent 

k„  =  i,        DÇ>  =  o, 

et,  par  suite,  l'équation  (19)  du  §  I  se  réduit  à  la  formule  connue 

qui  subsistera  effectivement  si  la  fonction  f(.r )  est  développable  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières,  mais  négatives  de  la 
variable  x. 

Si  le  développement  de  f(a?)  renferme,  non  seulement  des  puis- 
sances négatives,  mais  encore  des  puissances  positives  de  x,  ou  si  le 
nombre  n  devient  négatif,  on  ne  pourra  plus,  sans  erreur,  substituer 
la  seconde  des  formules  |  \  ,  à  la  formule  (5  (.Observons  toutefois  que 
l'erreur  produite  par  celle  substitution  deviendra  très  petite,  si  le 
nombre  1, ,   étant   positif,   devient   assez  considérable    pour  que   les 

termes  affectés  des  coefficients  an,  </,., puissent  être  négligés 

dans  le  développement  de  l'i.n.  Ce  nombre  n  devenant  de  plus  en  plus 
grand,  la  valeur  de  An,  que  détermine  la  formule  (19)  du  $  I,  finira 
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par  se  réduire  sensiblement  à  celle  qu'on  obtient  lorsque  la  série  com- 
prise dans  le  second  membre  est  réduite  à  son  premier  terme.  Donc, 
pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  cette  formule,  jointe  à  l'équa- 
lion  (  ~ )  du  même  paragraphe,  donnera  sensiblemenl 

(17)  4„=k„e"f(9-1) 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  dans  le  cas  présent, 

-  ^  ^_1  e-,„,-,  dp  =  [,]„  f  f ,  9-  ■ , 
Si  l'on  suppose,  en  particulier,  f(a?)  —  (  1 )    >  on  se  trouvera  im- 


médiatement ramené  à  une  formule  connue,  et  l'équation  (18)  don- 
nera sensiblemenl,  pour  de  grandes  valeurs  de  n, 

.  1     f*  cosn/i  0" 

(,9)  ^  J_K  (7=^79  cosp  +  p-  y  dp  =  [<]"  {Tzrwy  ' 

Au  reste,  la  formule  (17)  n'est  pas  seulement  applicable  au  cas  où  l'on 
prend  f(.r)  =  (1  —  bœ)~s  :  elle  fournit  généralement  la  valeur  très 
approchée  de  An  correspondante  à  de  très  grandes  valeurs  de  n,  dans 
une  infinité  de  cas;  et,  pour  que  cette  formule  subsiste  sans  erreur 
sensible,  il  suffit  d'attribuer  à  la  fonction  <p(a?)  une  forme  telle  que. 
pour  de  très  grandes  valeurs  de  n,  le  rapport  — —  se  réduise  sensible- 
ment  à  l'unité. 


263. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  quelques  formules  relatives 
aux  différences  finies. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  n83  (2  décembre  i s  i 4 ) - 

Les  équations  symboliques  offrent  un  moyen  facile  d'obtenir  un 
grand  nombre  de  formules  relatives  au  calcul  îles  différences  finies  et 
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de  développer  les  fonctions  en  séries.  Lorsque  les  développements 
ainsi  obtenus  se  trouvent  composés  d'un  nombre  fini  de  termes,  le 
théorème  fondamental,  relatif  à  la  multiplication  des  lettres  caracté- 
ristiques, suffît  ordinairement  pour  prouver  que  ces  développements 
représentent  les  fonctions  elles-mêmes.  Mais,  lorsque  les  développe- 
ments s'étendent  à  l'infini,  les  formules  obtenues,  comme  je  l'ai  dit 
ailleurs,  ne  se  trouvent  plus  établies  que  par  induction,  et  ne  subsis- 
tent plus  que  sous  certaines  conditions  déterminées.  Or  ces  condi- 
tions se  réduisent,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  à  celles  qui  expri- 
ment que  les  séries  demeurent  convergentes.  C'est  ce  que  l'on  peut 
démontrer  en  particulier,  comme  on  le  verra  dans  le  présent  Mémoire, 
à  l'égard  de  quelques  formules  remarquables,  dont  l'une  a  été  donnée 
par  Maclaurin,  et  sert  à  développer  une  intégrale  aux  différences  finies 
en  une  série  dont  le  premier  terme  est  une  intégrale  aux  différences 
infiniment  pelites. 

Analyse. 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Soient  t'(x)  une  fonction  donnée  de  la  variable  x,  et 

A.Z-  =  h 

la  différence  finie  de  cette  variable.  L'équation 

f(x  +  h)  =  t(x)  4-At'(x) 

pourra  être  présentée  sous  la  forme  symbolique 

(i)  ri./-  -hA)  =  (h-A)  t(x  , 

et  l'on  tirera  de  celle  dernière  formule 

(a)  h  /•   -  mh)      >  i   •   Ai"  f   c  i, 

m  étant  un  nombre  entier  quelconque.  D'ailleurs,  si  l'on  représente 
par  la  lettre  A,  non  plus  une  caractéristique,  mais  une  véritable  quan- 
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tité,  on  aura  identiquement 

m  »        m  {m  —  i  )  . ., 
3  (n-A)«=H-  -A  +  -  A- -H..., 

I  1.2 

(4)     i     (i+A-A)'"=(i+A)'"-jA(i+A)»i-1+m^"l)A!(i+A)"'-'-...; 

et,  suivant  un  théorème  fondamental  facile  à  établir,  les  règles  relatives 
à  la  multiplication  des  lettres  caractéristiques  ne  diffèrent  pas  des  règles 
relatives  à  la  multiplication  des  quantités.  Donc  les  formules  (3),  (]) 
continueront  de  subsister  si  A,  au  lieu  de  représenter  une  quantité, 
est  une  lettre  caractéristique  et  indique  une  différence  finie;  de  sorte 
qu'on  aura  encore 

m  m(m  —  i).  1 

i A-f-  -  AJ  -h. .  .     f(a?) 

i  i .  ■>. 


5) 

( 

i  +  A)'"  ((x)  = 

et 

(6) 

f(a?) 

— 

m 

(i  -f-  A)'" / 

■  A(i  4-  A)"'-1  +  ni{n*---)  A2(i  +  A)"'-2-  . .  .]f(T), 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

,    s  c,  i  c ,     v        m,,,    ,        m  (m  —  i  )  .  „  „ , 

(7)  f(x-+-  mh)  =  {(x)  H Af(.r)--| -—     — -  A-  f(.r)  -f-.  .  . , 


(8) 


l  f ( x  1  =  f (  .r  -t-  mh  ) Af(j  +  m       1  h ) 

i  m(m  —  1)         /  —    \ 

f  h -  A-  f  (  x  +  />/     -  2  A  )  — 

'  1.2 


Ajoutons  que,  si  l'on  remplace  x  par  x  —  mh  dans  la  formule  (8),  on 
en  lirera 

(9)     ({x  —  'mh)  =f(x)  —  —  Af(a?  —  h)  +  m(m —  l)  A'f(a;  -  2A)— .... 

Ainsi,  le  théorème  fondamental,  relatif  à  la  multiplication  des  lettres 
caractéristiques,  fournit  immédiatement  les  formules  (7),  (8),  (9), 
qui  coïncident  avec  celles  qu'on  obtient  lorsqu'on  développe  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  A  les  binômes 


(i  +  A)'",     ('       A       A.''.      (,       -A. 
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dans  les  seconds  membres  des  équations  symboliques 

f(jj-+-  mh  in  -+-A)'"f(a?), 
f(*)=(7TÂ  — A)*f(a;), 


f(  a;  —  /«A  |  =  (  i r-  )    f(.zO, 

V       n-  -V 

dont  la  dernière  peut  être  réduite  à 

î{x  —  mh)  =  (i  +  A)  ""  f(x). 

Remarquons  d'ailleurs  que  celle-ci  est  précisément  celle  en  laquelle 
se  transforme  l'équation  (2),  quand  on  remplace  m  par  —  m. 

On  pourrait  encore,  du  théorème  fondamental  que  nous  venons  de 
rappeler,  déduire  un  grand  nombre  de  formules  déjà  connues  pour  la 
plupart,  et,  on  particulier,  la  suivante 

A"i[o{x)y(x)]  =  A"!o(.r)  +  —  !%{x)  A'"-'  <o(x  -+-  h  , 

m{  m  —  1  )  . .     .     ,  . 

-+-  -  —  A*  v  x  1  A'"   s &  (x  -+-  2 h)  -t- 

1.2 

qui,  lorsqu'on  passe  des  différences  finies  aux  différences  infiniment 
petites,  reproduit  l'équation 

I)'»  (  uv)  =  «  D"'  i-  +  -D«  I)"'-'  e  +  m(m~')  D2  u  D"'  -  p  + . . . . 
1  1.2 

Concevons  maintenant  que,  dans  les  formules  (7),  (  8),  (9  I,  m  de- 
vienne négatif;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  concevons  que  l'on  rem- 
place dans  ces  formules  m  par  —  m.  Alors  les  formules  (7)  et  (9) 
deviendront 

(\o)     J(.r  —  mht-f(x) Afl.r)-*--        A   l>/         .... 

1  1.2 

(m      f(.r  h- m/< }  =•  fur  1  4-   -  Afi.r  — /<) -h  A*  ((x        >/i)—...; 

1  ;  1.2 


et  les  séries  comprises  dans  leurs  seconds  membres  seront,  pour  des 
valeurs   positives  de  m,  composées  d'un    nombre    infini  de  termes. 
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Ainsi,  par  exemple,  pour  m  —  i,  la  formule  (1 1)  donnera 

(12)  ((x  -  h)  =  f(x)  —  M(x)  +  A2  U-r)  -  A:i  f(.r)  -K  .  .. 

Cela  posé,  les  formules  (10)  et  (i  i)  ne  pourront  évidemment  subsister 
qu'autant  que  les  séries  comprises  dans  leurs  seconds  membres  seront 
convergentes.  J'ajoute  que,  sous  cette  condition,  elles  subsisteront 
toujours.  Effectivement,  supposons  convergente  la  série  comprise  dans 
le  second  membre  de  l'une  de  ces  formules,  par  exemple  de  la  for- 
mule (10),  et  représentons  par  z>(.r)  la  somme  de  cette  série,  en  sorte 
qu'on  ait 

(i3)  9{x)       î(x)       "'Af[.M  +  m("l^°A2f(,r)-..., 


On  en  conclura 


op  (  x  -+-  mh  )  =  f  (  x  -+-  m/i  ) A  f  (  x  -+-  mit 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 
a(x  -i-  mh)'=  (i  -H  A)' 


m  m  (  m  +  i  )  I 

A+  A  -  —  .  . .     f  (j  ■). 

I  1.2  J 


Mais,  en  vertu  du  tbéorème  fondamental  ci-dessus  rappelé,  on  a  iden- 
tiquement 

»       T        m  .        m(m-+- 1)  , „  "1       .         . .      . 

(i  +  A)'"    i-   -A  +  -A2  — ...    —  (i-t-A)"' fn-A)-'"—  i. 

Donc  on  aura,  en  définitive, 

<p(x  4-  />*/>  )  =  f(&") 

et,  par  suite, 

ç(a-)  =  f(x  —  /»/>): 

en  sorte  que  l'équation  (i3)  pourra  être  réduite  à  la  formule  (io).  On 
démontrerait,  de  la  même  manière,  que  la  formule  (n)  est  toujours 
exacte  dans  le  cas  où  la  série  que  renferme  le  second  membre  de  cette 
formule  est  convergente. 

Des  remarques  analogues  peuvent  être  appliquées  aux  équations 
déduites  des  formules  symboliques  propres  à  représenter  les  intégrales 
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des  équations  linéaires  aux  différences  finies.  Entrons,  à  ce  Mijet, 
dans  quelques  détails. 

Si  l'on  désigne  par  F(A)  une  fonction  entière  de  A,  puis  par  t\x)  et 
par  u  deux  fonctions,  l'une  connue,  l'autre  inconnue  de  la  variable  x, 
unv  équation  linéaire  aux  différences  finies  et  à  coefficients  constants, 
entre  u  et  x,  pourra  être  présentée  sous  la  forme  symbolique 

04)  F(A)«  =  f(#), 

De  cette  dernière  équation,  résolue  symboliquement,  on  tirera 

-m- 

D'ailleurs  la  formule  de  Taylor  donne 

Af(j)  =  (e""-i)f(x) 
ou,  ce  qui  revient  au  même. 

Donc  l'équation  (G)  peut  s'écrire  comme  il  suit  : 

f(<r) 


(.6) 


¥{eAb  —  i) 


Ce  n'est  pas  tout  :  si,  en  nommant  x'"  la  plus  haute  puissance  de  x  qui 
divise  algébriquement  la  fonction  F(.r),  on  représente  par 

k-mxrm  +  />_,„+, x-m+x  +  ...-+•  À"_, a?-1  +■  k0jru  -+-  kx a  -+-  À-j-r2  -+- .  .  . 
le  développement  du  rapport 


I-'  (  ex  —  î  ) 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  x,  la  formule  (16)  se  trouvera 
réduite  à  la  suivante 


07) 


|  u  =  k0+  k, h Df(j)  +  Â'2/*21)2  f(a?)  -(-... 

f  +  A-./i-'I)-1  f(«)  4-  *_1A-»D-1  f(j?)  +. .  .-h  A_„,/i-"'I)-'"  f| ./ ■). 

OF.uvres  de  C.  —  S.   I,  t.  VIII.  ^2 
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dans  laquelle  on  aura 

J)-l((x)=fî{x)dx,         \>-H{x)=ffî(x)dx\ 

Il  est  donc  à  présumer  que  la  formule  (17)  fournira,  du  moins  sous 
certaines  conditions,  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (16);  et 
l'on  peut  observer  encore  que,  s'il  en  est  ainsi,  on  déduira  aisément 
de  cette  intégrale  particulière  l'intégrale  générale  de  l'équation  (16), 
en  ajoutant  à  l'intégrale  particulière  dont  il  s'agit  l'intégrale  générale 

de  l'équation  linéaire 

F(A)w  =  o. 

Mais  il  importe  de  rechercher  quelles  sont  précisément  les  conditions 
sous  lesquelles  subsistera  la  formule  (17),  et  de  prouver  que  ces  con- 
ditions se  réduisent  à  celles  qui  expriment  que  la  série  comprise  dans 
le  second  membre  est  convergente.  Pour  montrer  comment  l'on  peut  y 
parvenir,  examinons,  en  particulier,  le  cas  où  l'on  a  simplement 

F(A)  =  A. 

Alors  la  formule  (14)  se  trouvera  réduite  à  l'équation 

(18)  Lu  =  î{x), 

dont  l'intégrale  générale  sera 

u  =  ïf(x). 

De  plus,  la  formule  (16)  deviendra 

et,  comme  on  a,  pour  un  module  de  x  inférieur  à  2it, 

I  IIC,  c2  „ 

X 


ex  —  1        x       2        1 .  a  1.2.3.4 

ct,  c2,  c3,  ...  désignant  les  nombres  de  Bernoulli,  c'est-à-dire  les  rap- 
ports 

1        i        1 

6       3o       42 
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l'équation  (17)  se  réduira  simplement  à  la  suivante  : 

(19)    u  =  hri  f{{jc)dx-  -Ux)  +  —  hUîix) %-ThiDH \x)+.... 

J  2  1.2  1.2.3.4 

D'ailleurs,  pour  que  l'équation  (19)  subsiste,  il  sera  d'abord  néces- 
saire que  la  série  comprise  dans  son  second  membre  demeure  conver- 
gente; et,  comme  le  module  de  cette  série  no  différera  pas  du  module 
de  celle  qui  aurait  pour  terme  général 

h  \n 
-)   D.f(„), 

il  est  clair  que  la  convergence  de  la  série  comprise  dans  le  second 
membre  de  l'équation  (19)  entraînera  la  convergence  du  développe- 
ment def(x^-z)  pour  une  valeur  quelconque  de  z.  Donc  l'équation 
de  (19)  ne  peut  subsister  que  dans  le  cas  où  f(a;  +  s)  est  toujours 
développable  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z,  et  par  consé- 
quent dans  le  cas  où  /(oc)  est  une  fonction  toujours  continue  de  la 
variable  x.  J'ajoute  que,  dans  ce  même  cas,  la  valeur  de  u,  donnée 
par  la  formule  (19),  représentera  nécessairement  une  intégrale  parti- 
culière de  l'équation  (18).  En  effet,  on  tirera  de  cotte  équation 

t(s)dz—  -Af(i-)+  -^-/,\\)î(.r) ^_/j2AD2f(.r)  + 

1.2  1.2.0.4 

les  valeurs  de  A  t(x),  A  D  f(x),  . . .  étant 

Af(.r)  =  f(j;  +  A)-  f(j?),  lDf(x)  =  Df(x-hh)  —  Df(#), 

Or,  dans  l'hypothèse  admise,  le  second  membre  de  la  formule  (20) 
sera  une  fonction  toujours  continue  do  h.  On  pourra  donc  développer 
ce  second  membre  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  h\  et,  si  l'on  représente  par 

0 
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le  développement  ainsi  obtenu,  on  aura  identiquement 


A  a  =  A'0  -+-  À-,  h  -+-  k2  h-  -+- . 

j  —Ç  ï(z)dz-         f(sc-hh)-  ^A[Df(.r  +  //)- 


(21)  {  rx+h ..  c 


I  .2 


Si  maintenant  on  différence  plusieurs  fois  de  suite  par  rapport  à  la 
quantité  h  l'équation  (21),  et  si  l'on  pose  après  les  différentiations 
h  =  o,  alors,  en  ayant  égard  aux  propriétés  connues  des  nombres  de 
Bernoulli,  on  tirera  des  formules  (20)  et  (21) 

/,0=f(,r),         /m  =  o,         A2—o,         

On  arriverait  aussi  à  la  même  conclusion  en  observant  que  le  dévelop- 
pement du  rapport 


A 


=  (<»*»— i)^*"— i)-1, 


suivant  les  puissances  ascendantes  de  A,  doit  se  réduire  identiquement 
à  l'unité.  Donc  l'équation  (21)  donnera  simplement 

Au  =  f(#). 

* 

Donc,  lorsque  la  série  comprise  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (19)  sera  convergente,  la  valeur  de  u,  donnée  par  cette  formule, 
sera  une  intégrale  particulière  de  l'équation  (18),  et  l'intégrale  géné- 
rale de  la  même  équation  sera 

(22)  2F(iP)  =  tt  +  II(ar), 

\\(.x)  désignant  une  fonction  périodique  qui  ne  change  pas  de  valeur 
quand  la  variable  x  reçoit  un  accroissement  représenté  par  //. 

§  II.  —  Application  des  formules  établies  dans  le  premier  paragraphe. 

Si  l'on  suppose  que  la  fonction  jusqu'ici   désignée  par  î(x)   se 

réduise  à  l'exponentielle 

eax, 

a  désignant  une  quantité  constante,  on  reconnaîtra  que,  dans  ce  cas, 
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la  formule  de  Maclaurin,  c'est-à-dire  la  formule  (19)  du  $  I,  subsiste 

pour  un  module  de  h  inférieur  au  module  de  —  ■  De  plus,  dans  la  même 

hypothèse,  les  formules  (10)  et  (11)  du  $  I  subsisteront,  la  première 
pour  un  module  de  c"h  —  1  inférieur  à  l'unité,  la  seconde  pour  un  mo- 
dule dee-aA—  1  inférieur  à  l'unité. 

Concevons  maintenant  que  l'on  pose  \x  =  r,  et  de  plus 

(1)  !(./■)  = 


V(a  —  b)  r(A  +  a  +  i) 

Alors,  en  ayant  égard  à  la  formule  connue 

T(x  4-  1)  =  x-T(x), 
on  trouvera 

(2)  li{jr)  =  TW-o-i)T(b  +  x  +  2y 

et  généralement,  pour  une  valeur  quelconque  du  nombre  entier  n, 

(3)  l*((x)-  Hfl+-^ 

Enfin,  eu  égard  à  l'équation 

r(or)T(i-*>=  -r^— , 

SIIITTC 

qui  subsiste  pour  une  valeur  quelconque  de  x,  on  pourra  réduire  la 
formule  ('-J)  à  celle-ci  : 

KA}  v       '   sin(a  — 6)7i  r(«  +  ^+6  +  i) 

D'autre  part,  //  =  A.r  étant  réduit  à  l'unité,  les  formules  (  10)  et  (11) 
du  §  I  donneront 

(.5)  l(r— m)  —  {(.r) A  I  (  -j?  )  -+-  A  -  I  (  r  i  —  .  .  . . 

(6)         i(x  -+-  m)  =  î(x)  h Af(j-i)+  -  A-  Il  .r  —  2)  +  .  .  .. 
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Or,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (5),  le  terme  général  sera 

m  (m  +  i).  .  .(m  -+-  n  —  i)    .     „.    .        .        xn       T(/n  +  //) 
(—  0"— —  A"  f (  j)  =    -  i  "  \  —  A"  \{x). 

i  .2. .  .n  l(m)l(n  +  i) 

Donc,  eu  égard  à  la  formule  (4),  ce  terme  général  ne  différera  pas  du 

produit 

r.  T(a  ■+-  x)  T(n  -+-  m)  T(n  —  a -\- b -\- i) 


sin(rt  —  b)r.      T(m)       T(n^-i)    T(n  -t-  x  -+-  b-\-i) 
qui,  considéré  comme  fonction  de  n,  est  proportionnel  au  suivant 

T(n  -h  m)  T(n  —  a  -+-  b  ■+- 1) 
r(«  +  i)  r ( n  -+-  x  -t-  b  -+- 1 ) 

D'ailleurs,  pour  de  grandes  valeurs  de  n,  on  a  sensiblement 


»l  —  rt—  X-  1 


T(n-ha)  _      a_6  rÇ/t  +  m)  r(/i  — «  +  6+Q  _ 

r(w-t-ô)  "  r(n-hi)    r(n-Har+6+i)_ 

et  la  série  qui  a  pour  terme  général  la  quantité 

f^m—a—x—l 

est  convergente  ou  divergente,  suivant  que  l'on  a 

m  —  a  —  x  <  o 

OU 

m  —  a  —  x  >  o. 

Donc,  dans  l'hypothèse  admise,  la  série  que  renferme  le  second  membre 
de  l'équation  (5)  sera  elle-même  convergente  ou  divergente,  et  la  for- 
mule (5)  sera  ou  ne  sera  pas  vérifiée,  suivant  que  la  différence 
///  —  a  —  a? sera  inférieure  ou  supérieure  à  l'unité,  c'est-à-dire  suivant 

que  l'on  aura 

./•  >  m  —  a 

ou 

x  <  m  —  a. 

Si  de  la  formule  (5)  on  passe  \\  la  formule  ((>),  alors,  à  la  place  de 
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l'équation  (3),  on  obtiendra  la  suivante 

(-)  ^{(x_n)=  ___________ 

que  l'on  pourra  réduire  à 

sin(«  -i-.r)7r  T(n  —  a  -+-  b  -+-  i) 


(8)  A»f(a:—  «; 


sin(«  —  b)v:  ï(b  -+-  x  -+- 1)  V{n  —  a  —  x  -+-  i) 


et,  par  suite,  la  formule  (G)  sera  ou  ne  sera  pas  vérifiée,  suivant  que 
la  quantité 

m  -+-  b  -+-  x  —  i 

sera  inférieure  ou  supérieure  à  —  i,  c'est-à-dire,  en  d'autres  termes. 

suivant  que  l'on  aura 

x  -+-  m  -+-  b  <  o 

ou 

x  -+-  m  m-  b  >  o. 

Concevons  maintenant  que  dans  la  formule  (i)  on  pose 

a  =  s,         b  =  o, 

et  que  l'on  prenne  pour  valeur  de  x  un  nombre  entier;  abus  la  fonc- 
tion f(x)  se  réduira  simplement  à  la  valeur  de  \s]x,  déterminée  par  la 
formule 

Toi     _  S(S  +  !)...(■«  +  X—  O 
J  I  .2.  .  .X 

et  l'équation  (5)  donnera 

(9)  [*]•-»=  [s]x—  -  A[.v]xh ^ —  A*[>]*-  . . . 

De  plus,  comme  on  tirera  de  la  formule  (2) 

la  formule  (9)  se  réduira  simplement  à  la  suivante  : 

m  (m   ■   \) 
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Enfin,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  la  formule  (10)  sera  ou  ne 
sera  pas  vérifiée,  suivant  que  l'on  aura 


x  >  m  —  s 

OU 

x  <_  m  —  s. 


Ajoutons  que,  si  l'on  remplace  m  par  —  m,  on  tirera  des  formules  (.5) 
et  (  6),  quelle  que  soit  la  valeur  entière  de  x, 


m                          m  (m  —  )) 
[*]*+/«=  [s]x-\ [s  —  i]i+i+  ■ [s  —  2]x+2 


J  .2 


(m)         (et 


/»  m  (m  —  i  ) 

[*]u.— /«=  L-VJ* — ris—  >]*      +'  -[*  —  2ja.   — .. 


I  J  .  2 


264. 

Analyse  mathématique.  —   Mémoire  sur  plusieurs   nouvelles  formules 
<jui  sont  relatives  au  développement  des  fonctions  en  séries. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  ugi  (2  décembre  1844). 

J'ai  donné,  dans  la  dernière  séance,  une  nouvelle  formule  générale 
qui  se  rapporte  au  développement  des  fonctions  en  séries;  j'ai  reconnu 
depuis  que  cette  nouvelle  formule  peut  être  transformée  en  deux  autres 
(ont  aussi  générales,  mais  plus  simples  encore,  qui  s'appliquent  avec 
beaucoup  d'avantage  aux  calculs  astronomiques.  J'ai  d'ailleurs  trouvé 
les  conditions  précises  sous  lesquelles  les  trois  formules  subsistent, 
et  les  modifications  qu'on  doit  leur  faire  subir  pour  les  rendre  rigou- 
reuses, quand  elles  fournissent  seulement  des  valeurs  approchées  des 
fonctions  que  l'on  considère.  Enfin,  je  suis  parvenu  à  divers  moyens 
d'établir  directement  ces  formules.  Tel  est  l'objet  du  présent  Mémoire. 
Les   résultats   nouveaux  qu'il   renferme   et   leur  évidente  utilité  me 
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donnent  lieu  d'espérer  qu'il  sera  favorablement  accueilli  par  les  géo- 
mètres. 

\n\lyse. 

§  I.  —  Recherche  et  démonstration  des  nouvelles  formules. 

Nommons  ¥(.r  )  une  fonction  donnée  de  la  variable  x,  et  concevons 
que,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  certaines  limites,  le  coef- 
ficient de  a'"  dans  le  développement  deF(a?)  en  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières,  positives,  nulle  et  négatives  de  x,  soit  repré- 
senté par  A,„,  en  sorte  qu'on  ait 

(i)  V(x)  =  ï\m.r>", 

la  somme  qu'indique  le  signe  1  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  en- 
tières de  m.  Supposons  d'ailleurs  la  fonction  F(.r)  décomposée  en 
deux  facteurs  dont  l'un  se  trouve  représenté  par  f(a?),  l'autre  par 
o(Qx),  0  désignant  une  constante  qui  pourra  se  réduire  à  l'unité.  Soit, 
en  conséquence, 

(2)  r"(.r)  =  of  r7.r)  f(.r  ,, 

et  posons  encore 

(3)  ^{x)  =  2kmxm,        ((x)  =  lamxm, 

les  sommes  qu'indique  le  signe  I  s'étendant  toujours  à  toutes  les  va- 
leurs entières,  positives,  nulle  et  négatives  de  m.  On  tirera  de  la  for- 
mule (2  ),  en  désignant  par  //  une  valeur  particulière  de  ///, 

.  1  1  A„  = . . .  -t-  a_,  /.  „ , ,  0"-  '  -  a0  kn  rj"  +  a,  /f„_,  0"  -'-..., 

et  l'on  pourra  encore  présenter  l'équation  (  '1  )  sous  l'une  ou  l'autre  des 
deux  formes 

1  .">  1  4    ■    '  —  a       k  fin— m 

•  '  '  »  «  — u  m      "  n     ni  J  » 

il))  \        ■  ]La        k  Qn+m 

Or  de  l'équation  (6)  on  peut  immédiatement  déduire  les  dois  noti- 

OEuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  |3 
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voiles  formules  qui  sont  l'objet  spécial  de  ce  Mémoire,  et  dont  l'une  a 
été  déjà  obtenue  dans  la  dernière  séance,  en  opérant  comme  il  suit. 

Considérons  kn+m  comme  fonction  de  m,  et  supposons  que  la  fonc- 
tion de  x,  représentée  par  kn+x,  reste  continue  avec  sa  dérivée  pour 
tout  module  de  x  inférieur  à  ±m.  La  formule  de  ïavlor  donnera 


(7)  /•» 
De  [tins,  les  deux  équations 

(8)  k 

(9)  * 


kn+-ï)nkn+-   -DU, 


I  .2 


n+m  —  "-ii  "+"  •*"  il 


w(m-,)A»Â-„ 


I  .  2 


/'■«H A  /,-„_! 


—  a  /i„-2 


subsistent  généralement  l'une  et  l'autre  pour  toutes  les  valeurs  de  m 
qui  permettent  aux  séries  que  ces  équations  renferment  d'être  conver- 
gentes. Cela  posé,  concevons  que  l'on  combine  l'équation  (6)  avec 
l'une  des  formules  (7),  (8),  (r>),  et  supposons  que  a_m  se  réduise  h 
zéro,  [tour  toute  valeur  de  m  qui  rend  divergente  la  série  comprise 
dans  le  second  membre  de  la  formule  que  l'on  considère.  On  trouvera 
successivement 


(10)    A»=0»U,2a_, 
„=e*lkn2a. 


l>„/.'„ 


(11)     A„= 


a-mSm  + 


AAv 


Z/na 


lma_m0'- 


"^     v,„,v,_ 


•]• 


A-/, 


n-      2m(m-i)fl.J"'  +  , 


(12)       \ 


AÂ, 


A'-/r 
2ma_,„  0"1  + — -  Im(m  +  i)a_m  0" 


D'ailleurs,  la  seconde  des  équations  (3)  peut  s'écrire  comme  il  suit 
(<3)  î(x)  =  la-mx->», 

el  de  celle  dernière  on  tire,  non  seulement 


les  fonctions 


2m"a   m.r-'»=  (- .)"!'„(. v), 
IV'-),     f,(»),     l'2(.r),      ... 
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étant  déduites  les.  unes  des  autres  à  l'aide  de  la  formule 

f„(.?-)  =  aT)xf„_I(.r), 
niais  encore 

lm(m  +  i).  .  .(m  -+-  n  —  i)r/_„,  j-">—  (—  i)n  x"  \Y[.  f(.r  ) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 
|  i5  i  l/u{m  -|-  i).  .  .(m  -+-  n  —  i)«7_„,  „£-"<:=  (—  i)nxn  f„{x), 

et,  de  plus, 

(Y -M=2  a_mx>», 

par  conséquent 

(16)  2m(m  —  i).,.(m  —  n-\-  i)a_mx'"  =  xnD"j( 


XV.) 


Si  maintenant  on  pose  x  =  G-1  dans  les  formules  (i4)>  (i5),  et  x  =  0 
dans  la  formule  (16),  on  trouvera 

i /»(/«  +  i).  .  .(m  -+-  n  —  i)a_m6",=  (—i)n0-n  f„(5-'), 
lm(m  —  i). .  .(m  —  /i  -4-  i)ûr_w  {/'"  =  0"  D?  f(  5"1  ), 

et  par  suite  les  équations  (io),  (n),  (12)  donneront 
(17)    A,=  fl*[^f(â  ï)-5i*5f1(0-t)  +  5i^îf1(0-i)  +  ...l> 

(.18)     A„=0»  I  *„  f(e-i)  -f-  °-  A/,„l>0  f(0-')  +  ~  As/.„  Do2  f(fl-»)H-..  .1 


(19)     \„=rr> 


--  A/.-„_1f'(0-')+  ?"  AV.  ■„  _2n  0  '  )-...!. 


I  .  2 


Considérons  spécialement  le  cas  où  le  développement  de  U-r)  ren- 
ferme seulement  des  puissances  négatives  de  .r.  Dans  ce  cas,  a_m  ne 
cessera  d'être  nul  que  pour  des  valeurs  positives  de  ///;  cl  comme, 
pour  de  telles  valeurs,  la  formule  (8)  se  vérifie  toujours,  le  second 
membre  de  cette  formule  étant  alors  réduit  à  un  nombre  fini  dr 
termes,  on  pourra  compter  sur  l'exactitude  de  la  formule  (  18). 
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Si  l'on  suppose,  en  particulier, 

o(ar)  =  (i—  *)-*, 
alors,  en  faisant,  pour  abréger, 

r   n         s  (  s  -f-  i  ) .  .  .  (  s  +  n  —  i  ) 


i .  2 .  .  .  n 


on  aura 


kn  =|>]n,  A"'  /.„  =  [  .S'  —  />i  ]  „  +.„, , 

et  l'on  tirera  de  la  formule  (18) 

(2o)     A„=0»j[*],lf(0-,)-t-[*-i]„+1^Dflf(9-1)  +  [*-2]tt+î^D|f(0-*)+... 

ou,  ee  qui  revient  au  même, 

f(Q-1)+1— '--Dof(g-|)  +  /('~IV/~1^DQ2f(9-1)+... 

v  /i  -H  I    I  (/* -M)  (/i +2)  v 


(2i)     A„  =[.«]„  5 


fin 


D'autre  part,  pour  obtenir  la  valeur  de  A„,  représentée  par  une  inté- 
grale définie,  il  suffit  généralement  de  poser 

dans  la  formule 

i   r* 

(22)  A„=—  /     Jc">F(,r)dp, 

el  par  suite,  dans  l'hypothèse  admise,  cette  valeur  deviendra 

,       T(.r) 


(.-fi.r) 


-  dp. 


Donc,  lorsque  le  développement  de  f(.r)  renfermera  seulement  des 
puissances  négatives  de  x,  alors,  en  posant  x  =  ep* "' ,  on  aura 


i  r.  C 


x~n v     '  s   dp 

(i  —  9x)s    ' 


:[s]„9n 


n    i-  ii  (n+i)(«  +  j)  i.j         v 


EXTRAIT  N°  2GV. 
Si,  dans  cette  dernière  équation,  on  posait 


3H 


=  7.,  f(.r)  =     i  -  - 


on  obtiendrait  la  formule 


(24) 


(i  —  xxY     i 

x 


IÎTÏ* 


|    =M.    *^.r1+i 

Il  —  «6)  '  [_         « 


—  i    £      ao 


(5  — 1)(5—  2)   *(*  +i)  /      a€       -' 


.  a      \  i  —  aë 


+  iii  —  ao       (/*  -h  i  )  (/i  -+-  2)      i 

qui  comprend  elle-même,  comme  cas  particulier,  l'équation  connue 


I  20  ) 


i  [  r Qcos^  ^  dp 


M. 


9" 


(i-fl« 


5    5  —  1  52 


S (5         l)    (S  —  l)(s —  2)   /'      '/-        v- 


I     /i  H—  1     I  —  02  1  .2  («+!)( 


5-2)    /      &»        .« 
rt  +  2)  \l— 05  ' 


§  II.  —  Des  restes  qui  complètent  les  séries  comprises  dans  les  nouvelles 
formules,  lorsque  l'on  arrête  chaque  série  après  un  certain  nombre  de 
termes. 

Les  trois  formules  générales  auxquelles  nous  sommes  parvenus, 
c'est-à-dire  les  équations  (17),  (18)  et  (19)  du  §  I,  fournissent  cha- 
cune la  valeur  de  la  fonction  A„  représentée  par  la  somme  d'une  série 
composée  d'un  nombre  infini  de  termes.  On  peut  demander  quel  est  le 
reste  qui  doit  compléter  chaque  série,  quand  on  la  suppose  arrêtée 
après  un  certain  terme.  On  résoudra  aisément  ce  dernier  problème 
par  une  métbode  qui  donnera  en  même  temps  une  démonstration  nou- 
velle de  chaque  formule,  en  opérant  comme  il  suit. 

Si,  dans  la  formule  (22)  du  §  I,  on  substitue  la  valeur  de  F(  x  )  tirée 
de  l'équation 


on  trouvera 
(>) 


Vi  r)  =  o(9x)f(x), 


A„=  —  f   x-"z>{9x)l(x)dp, 
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la  valeur  de  x  étant 

cl  0  désignant  une  constante  que  Ton  pourra  supposer,  non  seulement 
réelle,  mais  encore  très  peu  différente  de  l'unité,  ou  même  réduite  à 
l'unité.  En  conséquence,  la  valeur  de  0  pourra  être  supposée  telle  que 
la  fonction 

reste  continue  par  rapport  à  /  entre  les  limites 

X 

i  —  ./ ,  i  —  y  • 

Admettons  cette  hypothèse.  La  valeur  moyenne  de  la  fonction 

X~n  Q(0x)  f(x), 

qui,  en  vertu  de  l'équation  (i),  représente  précisément  le  coeffi- 
cient A„,  ne  variera  pas  quand  on  y  remplacera  x  par  j-  tëlle  sera 
donc  équivalente  à  la  valeur  moyenne  de  la  fonction 

9**-*?(*)f(f); 
de  sorte  qu'on  aura  encore 

(2)  A"=S  f  f-*?(*)f(f) dé- 
cela posé,  faisons,  pour  plus  de  commodité, 

En  développant  ']>(/>)  suivant  les  puissances  ascendantes  et  entières 
de  />,  on  trouvera  généralement 

(3)  <K/>)  =  <Ko)  +  £i|/(o)-K..+  '- :Vm-lKo)  +  rm, 

i  i  .2  .  .  .{m  —  i  ) 

/•„,  désignant  un  reste  qui  pourra  être  représenté  par  une  intégrale 
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définie  simple.  Ainsi,  en  particulier,  pour  déterminer  /„,  on  pourra 
recourir  à  l'une  quelconque  des  deux  formules 

fP       (  n  _  y)'»"' 

(  i  i  r,„  --  /        KP      /' Y">{a)  doc, 

'      i  .2. .  A  m  —  i  ) 

la  valeur  de  ;  étant 


iC 


•X\f-\ 


et  p  désignant  un  module  supérieur  à  la  valeur  numérique  de  l'angle  />. 
D'autre  part,  en  différentianl  plusieurs  fois  l'équation 

^(/>)  =  f(f)=f(ô-1^^r), 
et  posant,  pour  abréger, 

on  trouvera 

et,  par  suite,  on  aura  généralement 

Donc  l'équation  (3)  donnera 

(6)      t(i)      :l^-')+^M^)+.-.+     (/,^r"     I.,     ,(6     ')         <      • 

'       V  0  '  i  t . 2 . . . (m  —  i) 


Or,  si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  II  g  )  dans  l'équation  i  2  >, 
alors,  en  posant,  pour  abréger, 

(7)  *»=i  r  '■  "?(*>*» 
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on  obtiendra  la  formule 


(8)     \, 


9" 


/l/(f((5-.)_I)^ifl(9-.) 


')' 


i>: 


i .  2 . . .  (  m  —  i  ) 


r,„-,(0-')  +n, 


la  valeur  de  R,„  étant 

(9)  R'"~2^/        r>nX~ny{x)dp. 

"     *J  —  7T 


Si  R,„  décroît  indéfiniment  pour  des  valeurs  croissantes  de  m,  la  for- 
mule (8)  deviendra 


(.0) 


A,„=0» 


/•„f(9-')-D^f1(9-,)  +  -i^f1(0-«)  -...], 


et  l'on  se  trouvera  ainsi  ramené  à  l'équation  (17)  du  §  I.  Mais  cette 
équation  cessera  d'être  exacte  dans  le  cas  contraire,  et  alors,  pour  la 
rectifier,  il  suffira  d'arrêter,  après  un  certain  nombre  m  de  termes, 
la  série  que  renferme  le  second  membre,  puis  d'ajouter  à  ce  second 
membre  le  reste  représenté  par  R,„.  On  peut  observer  que  ce  reste, 
déterminé  par  l'équation  (9),  se  trouvera  exprimé  par  une  intégrale 
double,  attendu  que  rm  se  trouve  déjà  exprimé  par  une  intégrale 
simple,  en  vertu  de  la  formule  (4)  ou  (5). 

Nous  venons  d'indiquer,  avec  plus  de  précision  que  nous  n'avions 
pu  le  faire  dans  le  Mémoire  présenté  à  la  dernière  séance,  la  condi- 
tion sous  laquelle  la  formule  (10)  est  rigoureusement  exacte.  Celte 
condition  est  que  le  reste  R,„  devienne  infiniment  petit  pour  des 
v.aleurs  infiniment  grandes  de  m.  Elle  se  trouve  toujours  remplie 
lorsque  le  reste  redevient  lui-même  infiniment  petit  pour  des  valeurs 
infiniment  grandes  de  m-,  par  conséquent,  lorsque  la  fonction 

^l{p)z={(e-1epfrï) 

est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  p,  pour  tout  module  de  p  inférieur  à  tï,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  lorsque,  pour  tout  module  de  p  inférieur 

h  Tî,  l'expression 

f(0-'tW3r) 
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reste  fonction  continue  de  p.  Ces  observations  éclaircissent  et  rec- 
tifient ce  qui  pouvait  demeurer  obscur  ou  inexact  dans  les  remarques 
faites  à  la  page  32 1,  et  nous  ajouterons  à  ce  sujet  que  la  formule  (  5  ) 
de  cette  page  ne  doit  pas  être  distinguée,  comme  elle  nous  avait  paru 
devoir  l'être  au  premier  abord,  du  système  des  formules  (4  )  [ibidem]. 
Concevons  maintenant  que,  au  lieu  de  développer  la  fonction 

f(f)=f(<MeP.    >> 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  p,  on  pose  dans  cette  fonction 

X  I 

et  qu'on  la  développe  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /;  alors 
on  trouvera 

(,.)       f(f  )  =  f(ÉM)  4-  ^f  (*-«)  +...+  — ^^  r—>((?-  l  +  rm, 

le  reste  rm  pouvant  être  représenté  par  une  intégrale  définie  simple 
et,  en  particulier,  par  l'une  quelconque  de  celles  que  renferment  les 
deux  formules 

(i2)  rm=  Ç    C-»)"1  '     p»)(l.+a\d*t 

jo    i.2. ..(/«- -i)      \e       ) 

(i3)  rTO=—     /       ) -Ida, 

dans  lesquelles  on  aura  encore 

le  module  p  de  z  étant  supérieur  au  module  de  /,  et,  de  plus, 
.  i  t=^1- 


Si  d'ailleurs  on  suppose  la  valeur  de  H,„  toujours  liée  à  celle  de  r„ 

OEuvres  tir  C.  —  S.  I,  t.  \  III.  I  1 
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par  la  formule  (9),  alors,  on  ayant  égard  aux  équations  (7)  et(i4). 
on  tirera  des  formules  (2)  et  (1 1) 

,5,    A.=e.[i„,(i)_£l,M„_,f(i)+...  +  (-0-7:ï;t^A"^.«f«-"(^)] 

Si  le  reste  R,„  devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  de  m,  l'équation  (i5),  réduite  à  la  formule  (19)  du  §  I, 
deviendra 

(.6)     A„=  3"  |  kn  f(0-1)—  °~ M-n. ,  f'(0-')  ■+-  ^  A^„_2f"(Ô-')  -•  • .]  • 
Cette  dernière  sera  donc  vérifiée  lorsque  la  fonction 

sera  développable,  pour  tout  module  de  p  inférieur  à  i:,  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable 

<  =  — T-- 
Supposons  enfin  que,  dans  la  fonction 


on  pose 

par  conséquent 

et  que  l'on  développe 


•if  h 


x 


X 


B-ht 


ff 


8  +  t 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  /.  Alors  on  trouvera 

(;7)    f(f)=r(»-)+iu,f(»-)  +  -+,.,,^_;TDr-f(«-)-Hr.. 

le  reste  r,„  pouvant  être  représenté  par  une  intégrale  définie  simple. 
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et,  en  particulier,  par  l'une  de  celles  que  renferment  les  formules 

<i8>         f-=(',.',':.,r:'oi""f(?f»)'"' 

(,9)  r"-=s7    ,--(.— 7)""- 


h 


dans  lesquelles  on  aura  encore 

le  module  p  de  -  étant  supérieur  au  module  de  /,  et,  de  plus, 

(20)  t  =  6(l  —  X~l). 

Si  d'ailleurs  on  suppose  la  valeur  de  R,„  toujours  liée  à  celle  de  rm  par 
la  formule  (9),  alors,  en  ayant  égard  aux  équations  (7)  et  (20),  on 
tirera  des  formules  (2)  et  (17) 

J  û  Clin      1  "1 

(2.)   Am  =  Q"  Unf(9->)  -h-  Hkn  Do  t(0-1  )+...+  ■     -^ -A»'-'A„I)o"  '  f(5f-')    +  R, 

1  1.2. ..(m  —  1) 

Si  le  reste  R,„  devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  de  m,  l'équation  (21),  réduite  à  la  formule  (18)  du  §  1, 
deviendra 

(aa)    \n=S*\knï(e->)+  ^A^DefCÔ-1)  -h-^A^Def^-')  +-...]. 
Cette  dernière  sera  donc  vérifiée  lorsque  la  fonction 

sera  développable,  pour  tout  module  de  p  inférieur  à  -,  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  la  variable 

t  —  Q(\  —e  ''v    '  ). 
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265. 

Analyse  mathématique.  --  Note  sur  l'application  des  nouvelles  formules 

à  l'Astronomie. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  1228  (9  décembre  1844  >■ 

Les  nouvelles  formules  que  j'ai  données  dans  les  précédents  Mé- 
moires peuvent  être  appliquées  avec  avantage,  comme  j'en  ai  déjà 
fait  la  remarque,  à  la  recherche  des  inégalités  que  présentent  les 
mouvements  des  planètes  et  des  comètes  elles-mêmes.  Pour  rendre 
cette  application  plus  facile,  il  importe  de  décomposer  en  facteurs  la 
fonction  perturbatrice  relative  au  système  de  deux  planètes,  et  spé- 
cialement la  partie  de  cette  fonction  qui  est  réciproquement  propor- 
tionnelle à  leur  distance  mutuelle.  Cette  décomposition  sera  l'objet 
de  la  présente  Note,  dans  laquelle  je  montrerai  d'ailleurs  comment  on 
peut  déterminer,  à  l'aide  de  formules  simples  et  d'un  usage  com- 
mode, les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  à  zéro  la  dis- 
tance mutuelle  de  deux  planètes,  considérée  comme  fonction  de  l'ex- 
ponentielle qui  a  pour  argument  l'une  des  anomalies  excentriques. 

Analyse. 
Soient 

t  la  distance  mutuelle  de  deux  planètes  m,  m'; 
T,  T  leurs  anomalies  moyennes; 
']/,  '■]/  leurs  anomalies  excentriques. 

Le  calcul  des  inégalités  périodiques  produites  dans  le  mouvement  de 
la  planète  m  par  la  planète  m',  et  dans  le  mouvement  de  la  planète  m' 
par  la  planète  m,  exige  le  développement  du  rapport 


suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives  dos  oxpo- 
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nentielles 

Si  l'on  nomme  en  particulier 

A,;-     et     A,,-,  _„ 
les  coefficients  des  exponentielles 

«nT)-!         q|         gln'T  —  nTl  y— l 

dans  le  développement  dont  il  s'agit,  on  aura 

i     r*  i 

et 

(21  A„-,_B=—   f   \t,e"^-'dT. 

Comme  on  a  d'ailleurs,  en  nommant  e,  z'  les  excentricités  des  deux 

orbites, 

T  =  4»  —  esinT,        T'=<J/  —  e'sin<]/, 

les  formules  (i),  (2)  pourront  être  réduites  aux  suivantes  : 


(3)  A„- 


271  J-ft  * 

4)  A„.,_„=  —  f  A..(i-8Cos4»)e»T«Frrf«|». 

2  7:./  „ 


(4) 


En  vertu  de  la  formule  (4),  A^.^  sera  la  valeur  moyenne  de  la  fonc- 
tion de  |  représentée  par  le  produit 

(5)  A„-(i  —  £Cos^)e"T»    '. 

De  plus,  l'équation  (3)  peut  être  réduite  à  la  formule 

(6,  \„    =    '     r>'~£,C0S^e-"*>    fe»'e'.lnf,    ,,/../. 

271  J_K 


350  COMPTES   RENDUS   DE   L'ACADÉMIE, 

et,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

.,   r—.  Il'  t' 

x  =  eV  v-i  —  r 

2 

on  aura 

cos^'^  -Uh )>         n'e'  sinij/  \/—  i  =  c  l  x 

Donc  alors  la  formule  (6)  donnera 

(7)  An'=iitf   ^"'^W' 


la  valeur  de  F(a?)  étant 
(8)  F(x)  = 


—  )     /      i  \ 


et  l'on  en  conclura  que  kn>  représente  précisément  le  coefficient  de  x" 
dans  le  développement  de  la  fonction  F(x)  suivant  les  puissances 
entières  de  x.  Il  est  d'ailleurs  important  d'observer  que,  dans  la  for- 
mule (8),  x-  désigne  une  fonction  de  l'angle  '\>' ,  par  conséquent  de  la 
variable  x,  et  même  une  fonction  algébrique  dont  la  forme  irration- 
nelle se  déterminera  comme  il  suit. 

Ainsi  que  je  l'ai  remarqué  dans  la  séance  du  5  août  dernier,  la 
valeur  générale  de  x-*  est  de  la  forme 

(  t2=  h  -+-  kcos(^  —  4/ —  a)  —  b  cos(^  —  6)  —  b'  cos(<|/—  S') 
(9) 

'  -+-  C  COS((j;  -t-  l}/  —  y  )  -t"  1  COS241  +  ï'  COS2<]/, 

h,  k,  b,  b',  c,  i,  i'  désignant  des  constantes  positives,  et  a,  6,  £',  y  des 
angles  constants.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  pose 

H  =  h  —  bcos(<|>  —  6), 

K  cosw  =  kcos('|  —  a)  -t-  c  cos(4l  —  y)  —  b'  cosS', 
K  sin  w  =  k  sin  (<\>  —  oc)  —  c  sin  (<j>  —  y  )  —  b'  sin  6', 

la  formule  (9)  deviendra 

(10)  t5      K  4-  H  cos(i{/  —  w)  -+-  i'.cosaij/, 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

t2  =  K  -+-  -JH( x e-(0 v^ .+.  _Leuv^T\  + 


)+**(-+*)• 


Si  maintenant  on  pose,  pour  abréger, 


K  H 


on  aura  simplement 

(ii)  i2  =  ±\'\x°-+  ~-+-  2p(xe-°>*r='i-+-  -ewv=lj  -t-6ql, 

et  par  suite  l'équation 


t-  =  o 


pourra  être  réduite  à  la  suivante 

(12)  x2-\ -  -1-  2 p f  x e~ " v7- ' h ew /-»  j  -+-  6 q  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la  suivante 

(i3  )  .!■'  -h  2\)xie~w  v-i  _|_  Qq^i-i-  n,pxew^:ri-\-  1  =  o. 

Soit 

x  =  oe?^ 

une  racine  de  l'équation  (12)  ou  (i3),  l'arc  <p  étant  réel  aussi  bien  que 
le  module  û,  on  aura  identiquement 

re!^  rf-t-a-2e-??*/rT+2p(ttel?-ù"v'-'-4-a-1e-|?-(,)  *    ')       6q       0; 

et,  comme  cette  dernière  formule  ne  sera  point  altérée  quand  on  rem- 
placera a  par  ->  il  est  clair  qu'on  vérifiera  encore  l'équation  (12)  ou 
(i3)  en  prenant 

Donc  les  quatre  racines  de  l'équation  (i3)  se  correspondront  deux  ii 
deux,  de  manière  à  offrir,  avec  un  même  argument,  deux  modules 
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inverses  l'un  de  l'autre;  donc  ces  quatre  racines  seront  de  la  forme 

oe9  »'-«",      -efy'~l,      bex^,     -ey-^, 

a  b 

o,  b  désignant  des  quantités  positives,  et  <p,  y  des  arcs  réels.  Donc  la 
formule  (i  i)  donnera 


i4) 


i- 


j__  (x  _  oe?^î)  U--a  el^A  (a?  -  be*^1)  Le  -  i  e*^); 


et,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

«■=£. 

on  aura  simplement 

,  e,        ,       (i  —  o^e-?v/=rT)(,_o^-1e?vc:T)(,_b^e-XV:r"')(i  —  ba^'e*»'-')    ,     „.  , 
(io)      t2=  i-i j-^ <—■ ■ -g(9+-X>v- 

De  plus,  comme,  en  ayant  égard  à  la  formule  x  =  e^'v'  ',  on  trou- 
vera 

(i  —  accer-vJ—î)  (i  —  «ar^e?/-»)  =  i  —  2acos(^'-   9)  -+-  a">  o 
et 

(1  -b^re-Xv^)  (,  _  b^-'e*^)  =  1  —  2b  cos(^'  —  yj  -+-  b2>  o, 

il  est  clair  que  la  fraction  comprise  dans  le  second  membre  de  la  for- 
mule (i5)  offre  une  valeur  réelle  et  positive.  Donc,  puisque  ï2  est  lui- 
même  réel  et  positif,  on  aura  nécessairement 

et,  par  suite, 

eXV^ï—g-ç,     if 

Donc  les  quatre  racines  de  l'équation  (i3)  seront  de  la  forme 

0  b 


EXTRAIT  N"  265.  333 

et  l'équation  (i5)  se  réduira  simplement  à  celle-ci  : 

(.6)    .-=  ^ ^ — 

On  aura  donc,  par  suite, 

(17)    i=3C(i  —  axer*\    ~1)~*(i  —  aa:-ie<?\    'T^i-b^^HpO-li^'r^    ') 

Telle  est  la  valeur  de  -  qui  devra  être  substituée  dans  le  second  membre 
de  la  formule  (8). 

On  peut  remarquer  encore  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

n'=  tang({arc  sine'  1, 
on  aura 


le'- 


2Yj 


et,  par  suite, 


1    :' 

I  -t-Ti '" 


1  —  e'  COSd>'=: •  (l  —  2Yj'  COS'V  —  Y,'-  ) 

T  21)  T 


„f 


(18)  1       e'(«H--)=      Vi  -   r/.r)  (1-  r,'./-1). 

Lorsqu'on  veut  appliquer  les  formules  précédentes  au  calcul  des 
inégalités  que  présentent  les  mouvements  des  astres,  il  importe  d'éva- 
luer en  nombres  les  modules  et  les  arguments  des  quatre  racines  ima- 
ginaires de  l'équation  (i3).  Soient 

ces  quatre  racines,  en  sorte  qu'on  ait 

a  b 

On  pourrait,  en  avant  recours  au  procédé  le  plus  généralement  suivi, 
ramener  la  recherche  «les  racines 

''1 ,    •'  -.     •''  1,     1 . 

Œuvres  de  C  —  S.  I,t.  VIII.  i'1 
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et,  par  suite,  celle  des  quantités  réelles 

o,     b,     <p, 

à  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les 
carrés  des  trois  sommes 

OC  j  ~\~  OL  2  ""*■' 3  k>  \  ~ '      *^3  <37  2 *^*4  j         *^"l     i~  "^4 "^2 *8« 

Mais  il  sera  mieux  encore  de  réduire  la  détermination  des  quantités 

a,    b,    cp 

à  la  résolution  de  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les 
moitiés  des  trois  sommes 

û?i  JC-i  — r~  i2?3  OC^  ,       OC  ^  3C>£  -\-  OC%  OC '^9       OC j  OC  ^  -\—  OC%  OC§9 

attendu  que  ces  trois  sommes  s'expriment  très  simplement  en  fonc- 
tion de  rt,  b,  cp,  à  l'aide  des  formules 

1  a        b 

X^X.-,  -+-  X3Xi,=  2  COS2QJ,  X{  X3-+-  X2Xuzzz  <tb  H -,  .r,  .t\  -+-  X^X-s  =  r  H 

iih  b        a 

Désignons  par 

les  moitiés  de  ces  trois  sommes,  et  par  y  l'une  quelconque  d'entre 
elles.  On  aura 

(19)  *  =  cosa<p,         ^=^(flb+7b)'         ^=ï(ï  +  ; 
et  l'équation  du  troisième  degré 

(y  —  yi)  (/  — 7î)(7— Js)  =  o 
se  réduira,  en  vertu  de  la  formule  (i3),  à  la  suivante  : 

(20)  73  —  2C1J'"+  (P"_  Oy  +  3q  —  p2  COS2W  =  o. 
De  plus,  si  l'on  pose  dans  cette  dernière 

y  =  z-+-q, 
on  en  tirera 

(21)  s3  —  <£z  —  ^  =  0, 
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les  valeurs  do  <S,  ^  étant  déterminées  par  les  formules 

(aa)      $=3qs-(p-i)(p-M),       ^=2q(q       i)  (q  +  i)  -  p»(q -cosa»), 

ou,  ce  qui  revient  au  mémo,  par  les  formules 

(a3)  £  =  3qs    -p«+i,        ^=q(aq2— pï)H-pîcôs2u  — 2q. 

11  suit  dos  formules  (19)  que  les  trois  racines  de  l'équation  (20) 
sont  réelles.  Donc  on  pourra  en  dire  autant  des  trois  racines  (\v 
l'équation  (21),  ce  qui  suppose  que  la  valeur  <$  reste  positive.  Or, 
dans  cette  supposition,  on  tire  de  l'équation  (21) 

,!4)  t=&COS8, 

los  valeurs  de  A  et  de  a  étant  déterminées  par  les  formules 

*  =  .(!)".       «■*•  =  &• 

Par  suite,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

3â 

T  =  arccos*l' 

en  sorte  que  t  désigne  un  arc  renfermé  entre  les  limites  o,  it,  les  trois 
racines  de  l'équation  en  z  seront 

„i  cos  l ,     A  cos  l±£! ,     A  cos  ~— , 

el  los  trois  racines  de  l'équation  en  y  seront 

(26)         q+&cos|,         q  -n^cos^y^,         q-)-^.cosT~27r- 

De  ces  trois  racines,  la  plus  petite,  abstraction  faite  du  signe,  restera 
inférieure  à  l'unité  et  sera  la  valeur  de 

''7  )  V;       C0S2<p. 

Les  deux  autres  racines,  positives  et  supérieures  à  l'unité,  seront  les 
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valeurs  des  demi-sommes 

i  /  ,  i  \  i   /n        b 


D'ailleurs,  comme  on  l'a  remarqué,  les  racines  de  l'équation  (i3), 
prises  deux  à  deux,  se  correspondent  de  manière  à  offrir  deux  modules 
inverses  l'un  de  l'autre,  et  dont  l'un  est  nécessairement  inférieur  à 
l'unité.  On  peut  donc,  dans  les  calculs  qui  précèdent,  supposer  les 
modules  a  et  b  inférieurs  à  l'unité;  et,  si  l'on  désigne  par  a  le  plus 
grand  de  ces  deux  modules,  on  aura 

b<o<i. 

Dans  cette  hypothèse,  y.,  sera  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  y  qui 
surpassent  l'unité.  Ajoutons  que  l'on  tirera  des  équations  (28) 

(29)  ab  =  tangl|arc  sin —  ]>  =  tangf  \  arcsin — j, 

et  que,  après  avoir  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  quantités  positives 

,       b 
nb,      -, 
a 

il  suffira,  pour  obtenir  a  et  b,  d'extraire  les  racines  carrées  de  leur  rap- 
port et  de  leur  produit.  Quant  à  l'angle  ç,  il  ne  se  trouvera  pas  com- 
plètement déterminé  par  la  formule  (27),  à  laquelle  il  conviendra  de 
substituer  celle  que  nous  allons  maintenant  établir. 

La  valeur  de  t2,  exprimée  en  fonction  de  a:,  doit  rester  la  même, 
soit  qu'on  la  déduise  de  la  formule  (j  1)  ou  de  la  formule  (16);  on  doit 
donc  avoir  identiquement,  quel  que  soit  x, 

'   I  /-'        '-_,,>(,, .r-o>v/-' +--,><•>  V   ij-|-Gq 

:K-<i  —  n.re-W-ï)(i  —  „,r-ie?v/-' )  (1  —  b#eW    '  M  1  -  b.r    '<'-?\'    '  ). 

Si  l'on  remplace    k   -  par  sa  valeur  -  r  et  x  par  e*  v'   '  dans  l'équation 


EXTRAIT  N    265.  357 

précédente,  on  en  tirera 

!■'  cos 2 1]/'-(-  2p  cos(4<'—  w  )  -+-  3q 
_  [i  —  2ûcos((|/  —  cp)-i-a2][i  —  2b  cos('V+  cp)  -+-  b2] 
2ab 

De  plus,  si,  dans  l'équation  (3o),  on  remplace  l'angle  '\>'  qui  reste 
arbitraire  par  t|/-+-  -,  elle  donnera 

/  COS24''— 2p  cos(^'— w)  +  3q 

(^0  j  _  [l  -+-  2<ICOS(41'—  ?)  +02]  [H-  2bC0S(J/-t-  ©)  +  L'J  | 

(  20b 

Enfin,  si  l'on  combine  par  voie  d'addition  et  de  soustraction  les  for- 
mules (3o)  et  (3i),  on  en  conclura 

COS24V-4-  3q=-(a-4--Wb-4--|  +  2  cos(<j/—  9  )  cos(i}/+  cp) 
ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3a)  3  q  —  -  (  a  4-  -  j  /  b  -+-  -  \  -+-  cos  2  9 

et 

(33)  2 p  cos (<]/—  w)  =  —  (  m-  -  \  cos  (-y -+-  9)  —  /  b  4- 1  )  cos(<|>'  —  cp). 

L'équation  (32)  qui,  comme  la  formule  (27),  fournit  seulement  la  va- 
leur de  cos2cp,  ne  peut  servir  à  déterminer  complètement  l'angle  0. 
Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'équation  (33),  et  si,  dans  cette  der- 
nière, on  pose  successivement 

j|/=0,  <]>'=  -, 

on  en  lirera 

.,  2p  eus',)  .  msinco 

(34)  coso ! ,         smcp  =  — 


a  -\ h  b  -+-  T  b  +  -  —  a  - 

n  b  b  11 


Or  il  esl  clair  que  les  formules  (34  I  déterminent  complètement  la 
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valeur  de  cp  ou  plutôt  le  point  de  la  circonférence  avec  lequel  coïncide 
l'extrémité  de  l'arc  représenté  par  la  lettre  cp. 

Il  est  important  d'observer  que,  si  l'on  nomme  t,  t'  les  excentricités 
îles  orbites  des  deux  planètes  m  et  m',  les  valeurs  de  i,  i'  seront 

e-  s'2 

(35)  i=-,         i'=— . 

i  1 

Donc,  si  l'on  désigne  par  m'  une  des  anciennes  planètes,  la  valeur  de  i' 
sera  généralement  très  petite.  Donc  alors  la  valeur  de  t2,  déterminée 
par  l'équation  (10),  se  réduira  sensiblement  à 

(36)  t2=H  +  Kcos(i{/— w). 

Par  suite,  deux  racines  de  l'équation  (i3),  celles-là  mêmes  que  nous 
avons  représentées  par  les  produits 

a 
se  réduiront  sensiblement  aux  deux  valeurs  de 

qui  seront  déterminées  par  la  formule 

(37)  H  +  Kcos  (<J/—  w)  =  o, 
c'est-à-dire  aux  deux  racines  de  l'équation 

(38)  E  +  fK^^-r^j^o. 
D'ailleurs,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 


6  =  tang( .'  arc  sin  n  ), 


K 
H 


les  deux  racines  de  l'équation  (38  )  sont 

(3g)  x-   ~9eM\/~i,         x  —  —le1»^. 
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Donc,  si  l'on  prend  pour  ni  une  des  anciennes  planètes,  la  racine  de 
l'équation  (i3),  représentée  par  le  produit 

ae?v    ', 
aura  pour  valeur  approchée  le  produit 

Alors  aussi  celle  des  racines  de  l'équation  (i3)  que  représente  le  pro- 
duit 

be-W   ' 

deviendra  sensiblement  nulle,  en  sorte  que  sa  valeur  approchée  sera 
réduite  à  zéro.  Ajoutons  que,  en  partant  des  valeurs  approchées  que 
nous  venons  d'obtenir  pour  les  deux  racines 

neïv'-',      bt'"?v     >, 

on  pourra  les  déterminer  l'une  et  l'autre,  très  facilement  et  avec  une 
grande  exactitude,  en  appliquant  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives,  donnée  par  Newton,  à  l'équation  (i3)  présentée  sons  la 
forme 


I  H-  X* 


K  i  +  ^rwv' 


=  o. 


266. 

Analyse  mathématique.  -     Mémoire  sur  une  extension  remarquable  que 

l'on  peut   donner   aux  nouvelles  formules  établies  dans  les  séances 

précédentes. 

C.  H..  T.  XIX,  p.  i33i  (16  décembre  i H î  î  - 

Les  nouvelles  formules   que  j'ai   données  dans    les    précédentes 
séances,   pour  le   développement  des  fonctions   en   séries,   peuvent 
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encore  être  généralisées.  Si,  parmi  ces  formules,  on  considère  spé- 
cialement celles  qui  renferment  des  différences  finies,  on  reconnaîtra 
qu'elles  se  trouvent  comprises^  comme  cas  particuliers,  dans  une  for- 
mule plus  générale  et  très  simple,  dont  les  divers  termes  sont  respec- 
tivement proportionnels  aux  différences  finies  successives  de  diverses 
fonctions  qu'il  est  facile  de  calculer.  Cette  dernière  formule,  aussi 
bien  que  les  autres,  peut  être  appliquée  avec  avantage  à  la  solution 
des  problèmes  de  haute  analyse.  Concevons,  pour  fixer  les  idées, 
qu'on  la  fasse  servir  au  développement  d'une  fonction  en  série  de 
termes  proportionnels  aux  diverses  puissances  entières,  positives, 
nulle  et  négatives  d'une  exponentielle  trigonométrique.  Alors  on 
se  trouvera  précisément  ramené  aux  conclusions  que  j'ai  déjà  énon- 
cées dans  un  article  que  renferme  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
<)  août  i8/ji. 

Analyse. 

Soient  f{x)  une  fonction  donnée  de  la  variable  x,  et  a  une  con- 
stante réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  a  ne  surpasse  pas  l'unité. 
Supposons  d'ailleurs  que  la  fonction 

V(x) 
et  même  la  fonction 

restent  continues  par  rapport  à  la  variable  x,  pour  tout  module  de 
cette  variable  inférieur  à  une  certaine  limite  qui  surpasse  l'unité.  Cha- 
cune des  fonctions 

F(x),     F(î) 

sera,  pour  un  tel  module,  développable  en  série  convergente  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives  de  a?.  Or, 
soit,  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  K(.r),  et  dési- 
gnons par  [>  un  are  réel;  alors,  en  prenant 
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on  aura 

(>)  V,       -J-   f   x-"V(.r)c/p, 

et  Ton  trouvera  encore,  en  remplaçante  par  -> 

(.)  a„=^£^f(ï)*. 

Supposons  maintenant  que  F(.r)  se  décompose  en  deux  facteurs, 
dont  l'un  soit  représenté  par  f(x),  l'autre  par  o{ax),  en  sorte  qu'on 
ait 

(3)  V(x)  =  9(ax){(x) 
et,  par  suite, 

La  formule  (2)  deviendra 

(4)  A-=  ££*"*<*>  f(«)*" 

Pour  déduire   de  l'équation  (4)  les  formules  (17)   et   (18)  de   la 
page  339,  il  suffît  de  poser 


(5) 

y  =  x~l  —  i 

en  sorte  qu'on  ait 

(6) 

x  =  l  —  XJ 

et 

(7) 

—  =!■+■  Y 

X                J 

puis  de  développer,  suivant  les  puissantes  entières  el   ascendantes 
de  j,  la  fonction  ff-];  après  y  avoir  substitué  la  valeur  précédente 

de  x  ou  de  -•  Mais  on  obtiendra  une  formule  encore  plus  générale,  si, 
x  * 
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la  fonction  f(a?)  étant  elle-même  décomposée  en  deux  facteurs  o(x), 
I '(  -  )>  en  sorte  qu'on  ait 

(8)  f(*)  =  <P(aOf/ 


X 


* 


on  développe,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  y,  la  fonction 


f'f  -  )  dont  les  deux  facteurs  sont 


,  x  \  a 


après  avoir  réduit  ces  deux  facteurs  aux  formes 

en  substituant,  dans  le  premier,  la  valeur  de  x  tirée  de  l'équation  (G), 
et  dans  le  second  la  valeur  de  -  tirée  de  l'équation  (7).  Alors,  en  sup- 
posant que  l'on  ait,  pour  des  valeurs  quelconques  des  variables  x, y, 

(9)  f(*,/)  =  ?(^-~)f(  « +  «/), 
on  tirera  de  l'équation  (9)  jointe  à  l'équation  (5) 

(10)  §{x,y)  =  î(* 
et  par  suite  la  formule  (/j)  deviendra 

(11)  \n=-Z        x-n<!?(x)§(x,y)dp. 

D'autre  part,  en  développant,  suivant  les  puissances  entières  dey,  la 
fonction  §{x,y)  déterminée  par  l'équation  (9),  on  trouvera 

U  x,  y)  =  X0  +  X, y  +  X2  f-  +  .  . .  +  X„,_,  y»'-*  -+-  rm, 
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Xm  désignant  une  fonction  de  x,  entière,  et  du  degré  ///,  déterminée 
par  la  formule 

(.3,     X,      —L—  [a«f^)(a)xQ)  -  y  o-<«r,Wx,(ï)  +-..  +  (-  0"£f(«>X  ""(,',  ) 
en  sorte  qu'on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

[  lx'="fwi(î)-ï««»x'(i} 

(,5)  U=ir;[-,r(«)x(5)—f(«>ï'(î)  +  yr(«)x'(;)]. 

el  le  reste  rOT  pouvant  être  représenté  par  une  intégrale  définie  simple, 
du  genre  de  celles  que  nous  avons  mentionnées  dans  le  précédent 
Mémoire.  Si  d'ailleurs  on  pose,  pour  abréger, 

(16)  K,„= —  /     x-"X„,o  {.r)(//>. 

a"    f~ 
117)  H,„  =  —    /      x-"  /•„,  o(x)  (//>. 

27T  J-n 

alors,  en  admettant  que  la  caractéristique  A  des  différences  finies  soil 
relative  ii  l'exposant  //,  on  tirera  de  la  formule  (  (6) 

AmK,„=—    /       x~"  {X~x—  ii'"\„.  ®(x)dp 

271  J_- 

Dii,  ce  <|iii  revient  au  même, 

(18)  A"K,„=  —   /      x-"\„,  y     f\  «  |û?/>, 

et  de  la  formule  (in,  jointe  à  l'équation  (12), 

(19)  \        a"(K     -AK,  ;-AîK.,-+-...-hA"'-'K,„_1i    -  K,„ 
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Si  le  reste  R,„  devient  infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment 
grandes  de  m,  l'équation  (19)  donnera  simplement 

(20)  A/i  =  «"(K„  +  AK1-hA2K2  +  ...). 

C'est  ce  qui  aura  lieu,  en  particulier,  si  le  reste  rm  devient  lui-même 
infiniment  petit  pour  des  valeurs  infiniment  grandes  de  m.  Ajoutons 
que  cette  dernière  condition  sera  certainement  remplie  si  $(x,  y) 
est  développable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  la  variable/,  pour  tout  module  de  cette  variable  infé- 
rieur à  2;  car  le  module  2  est  évidemment  le  plus  grand  de  ceux  que 
peut  acquérir  la  valeur  de  y  déterminée  par  le  système  des  deux  équa- 

(ions 

y  =  x*1 —  1,         x  —  ePJ~\ 

la  lettre  ^?  étant  supposée  représenter  un  arc  réel. 
Il  est  bon  d'observer  que,  si  l'on  pose,  pour  abréger, 

(21)  k„—  -—   l     x-"y(x)dp, 

la  formule  (16),  jointe  aux  équations  (i3),  (i4)>  05),  donnera 

(22)  K0=knf(a)x(^)=Kï(^y 
(•K1  =  kJtaf(a)x(i)-kJ1_1a-7(a)x'(i)» 


cl  généralement 


K, 


(24) 


+  (-  i)"'k„_„,  a-'"  f(a)x(Mj  (^  M  ■ 
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Si  l'on  suppose,  dans  la  formule  (8), 


<■• 


5) 


on  en  conclura 

et  la  formule  (24)  deviendra 

K    —  c_iV"— — "- k         f("')(- 

Donc  alors  l'équation  (19),  réduite  à  la  forme 

A,^(,.[l<.f(i)-^Ak„-,f(i)^...+  (-,r-ia';^-,)-i","lk—  f'""(.;)]  +  "'- 

coïncidera  précisément  avec  la  formule  (i5)  de  la  page  346. 
Si,  dans  la  formule  (8),  on  suppose 


x(*)  =  l» 

on  en  conclura 

f(î)=f<*>. 

par  conséquent 

K-)=f(ï)- 

Donc  alors  l'équa 

tion 

(^4) 

donnera 

K,„  — 

-k„D»' 

I 
1 .2. ..  m  \a 


et  l'équation  (19),  réduite  à  la  forme 

[a                                                   a"l~l  H 

k„f(a-')-  -  Ak„Daf(a->  )+...+ — A»'-<k„  »»'-'  f(«-f)    +  R». 
1                                           1.2...  (/?i      i;  J 

coïncidera  précisément  avec  la  formule  (21)  de  la  page  347- 

Dans  un  prochain  article,  je  montrerai  l'utilité  des  formules  géné- 
rales que  je  viens  d'établir,  spécialement  des  formules  (19)  et  (20), 
dans  la  recherche  des  développements  des  fonctions  et,  en  particulier, 
de  la  fonction  perturbatrice  relative  au  système  de  deux  planètes. 
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267. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  quelques  propositions  fondamentales 
du  calcul  des  résidus  et  sur  la  théorie  des  intégrales  singulières. 

C.  K.,  T.  XIX,  p.  i33;  (16  décembre  184  i  )• 

§  I,  _   Considérations  générales. 

J'ai,  dans  le  Ier  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques,  appliqué  le 
calcul  des  résidus  à  la  recherche  et  à  la  démonstration  de  diverses 
propriétés  que  possède  une  fonction  /(:■)  d'une  variable  réelle  ou 
imaginaire  s,  en  supposant,  comme  je  l'ai  dit  à  la  page  98  (théo- 
rème I)  ('),  qu'à  chacune  des  valeurs  de  s  que  l'on  considère,  corres- 
pond une  valeur  unique  et  déterminée  de  la  fonction /(s).  Cette  étude 
m'a  conduit  (p.  109  et  no)(2)  à  une  formule  qui  est  l'expression 
pure  et  simple  d'un  théorème  fondamental  et  très  général  dont  voici 
l'énoncé  : 

Théorème  I.  —  Si  le  produit  de  la  fonction  f(z)  par  la  variable  z  se. 
réduit,  pour  toute  valeur  infinie,  réelle  ou  imaginaire  de  cette  variable,  à 
une  constante  déterminée  §,  le  résidu  intégral  de  la  fonction  se  réduira 
lui-même  à  cette  constante. 

Théorème  II.  —  Si  la  constante  §  s'évanouit,  le  résidu  intégral  de  la 
fonction  s'évanouira  pareillement . 

Cette  seconde  proposition,  énoncée  à  la  page  no  du  Volume  déjà 
cité,  est,  comme  on  le  voit,  une  conséquence  immédiate  de  la  pre- 
mière. 

Il  y  a  plus  :  des  théorèmes  que  je  viens  de  rappeler,  on  déduit  encore 
d'autres  propositions  fondamentales  qui  se  trouvent  discutées  el  déve- 

(i)  OEwres  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VI,  p.  127. 
'-'  1  Ibid.,  p.  1  î  1 . 
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loppées  dans  le  IIe  Volume  des  Exercices  (p.  277  ot  suiv.)  (').  La  pre- 
mière est  le  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  III.  —  Si,  en  attribuant  au  module  de  la  variable  z  des 
râleurs  infiniment  grandes,  on  peut  les  choisir  de  manière  que  la  fonc- 
tion f(z)  devienne  sensiblement  égale  à  une  constante  déterminée  §,  ou 
du  moins  de  manière  que  la  différence  entre  la  fonction  et  la  constante 
reste  toujours  finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petite 
en  demeurant  finie  que  dans  le  voisinage  de  certaines  râleurs  particulières 
de  l'argument  de  la  variable  s;  alors,  pour  une  valeur  quelconque  de 
cette  variable,  la  fonction  f(z)  sera  équivalente  à  la  constante  .1,  plus  à 
une  somme  de  fractions  rationnelles  qui  correspondront  aux  diverses 
racines  de  l'équation 

m- 

Si  la  fonction f(z-)  ne  devient  jamais  infinie,  alors,  l'équation 

1 

=  o 


/(*) 


n'ayant  plus  de  racines,  les  fractions  rationnelles  disparaîtront.  Donc 
le  théorème  III  renferme,  comme  cas  particulier,  la  proposition  sui- 
vante : 

THÉORÈME  IV.  —  Si,  pour  chaque  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  la 
variable  z,  la  fonction  f(z)  conserve  sans  cesse  une  valeur  unique  et 
déterminée,  si  d'ailleurs  elle  se  réduit,  pour  toute  valeur  infinie  de  s,  à 
une  constante  déterminée  ,1,  elle  se  réduira  encore  à  cette  même  constante 
quand  la  variable  z  acquerra  une  valeur  finie  quelconque. 

J'ai  d'ailleurs,  dans  plusieurs  Mémoires  que  renferment  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'année  [843,  appliqué  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  les  propositions  ci-dessus  énoncées,  el  d'autres  de  la  même 
nature,  qui  sont  encore  pins  générales;  el  je  suis  ainsi  parvenu,  non 

(')  Œuvres  de  Caucliy,  S.  II.  T.  VII,  p.   \ï\  et  suiv. 
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seulement  à  reproduire  des  résultats  obtenus  par  M.  Jacobi,  mais 
encore  à  établir  des  formules  nouvelles  qui  m'ont  paru  dignes  de  fixer 
un  instant  l'attention  des  géomètres. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  remarquer,  dès  à  présent,  l'analogie 
qu'offrent,  dans  leurs  énoncés,  les  diverses  propositions,  et  spéciale- 
ment le  théorème  IV,  avec  un  autre  théorème  dont  l'un  de  nos  plus 
savants  confrères,  M.  Liouville,  a  entretenu  l'Académie  dans  la  précé- 
dente séance.  Ce  dernier  théorème,  que  notre  confrère  indique  comme 
pouvant  aussi  être  appliqué  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  se 
rapporte  généralement  aux  fonctions  à  double  période.  Je  recher- 
cherai, plus  tard,  quels  rapports  essentiels  existent  entre  les  deux 
théorèmes,  et  comment  on  peut  arriver  à  déduire  l'un  de  l'autre.  Le 
nouveau  principe,  ou  théorème  indiqué  par  M.  Liouville,  se  trouve 
énoncé,  à  la  page  1262,  dans  les  termes  suivants  : 

Soient  z  une  variable  quelconque,  réelle  ou  imaginaire,  et  '\>(z)  une 
fonction  de  z  bien  déterminée,  je  veux  dire  une  fonction  qui,  pour 
chaque  valeur  x  -f-  y  \J  —  1  de  z,  prenne  une  valeur  unique  toujours  la 
même,  lorsque  x  et  y  redeviennent  les  mêmes.  Si  une  telle  fonction  est 
doublement  périodique,  et  si  l'on  reconnaît  qu'elle  n est  jamais  infinie,  on 
pourra  affirmer,  par  cela  seul,  quelle  se  réduit  à  une  simple  constante. 

En  terminant  ce  paragraphe,  j'observerai  que  j'ai  déduit  constam- 
ment les  divers  théorèmes  précédemment  rappelés,  et  les  théorèmes 
analogues,  d'un  principe  fondamental,  établi  clans  mes  Mémoires  de 
1814  et  de  1822.  Gomme  je  l'ai  reconnu  dans  ces  Mémoires,  la  diffé- 
rence entre  les  deux  valeurs  d'une  intégrale  double,  dans  laquelle  la 
fonction  sous  le  signe  j  peut  s'intégrer  une  première  fois  en  termes 
finis  par  rapport  à  l'une  quelconque  des  deux  variables  que  l'on  con- 
sidère, se  trouve  exprimée  par  une  intégrale  définie  singulière.  Ce 
principe  unique  sulFit  pour  montrer  que,  dans  le  théorème  relatif  au 
développement  des  fonctions  en  séries,  on  pourrait,  à  la  rigueur,  se 
passer  de  la  considération  des  fonctions  dérivées.  Il  en  résulte  donc, 
conformément  à  l'observation  judicieuse  que  M.  Liouville  me  faisait 
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dernièrement  à  cet  égard,  qu'entre  les  deux  énoncés  de  ce  théorème, 
donnés  dans  mon  Mémoire  de  r83i  et  dans  nies  Exercices  d'Analyse, 
il  semblerait  convenable  de  choisir  le  premier.  Toutefois,  lorsqu'il 
s'agit  du  développement  des  fonctions  en  séries,  la  considération  des 
(onctions  dérivées  me  paraît  ne  devoir  pas  être  entièrement  aban- 
donnée, attendu  que  très  souvent,  comme  je  l'ai  dit  ailleurs,  celle 
considération  est  précisément  celle  qui  sert  à  déterminer  les  modules 
des  séries. 

Je  remarquerai  encore  que  les  divers  théorèmes  rappelés  au  com- 
mencement de  ce  paragraphe,  et  les  théorèmes  analogues  énoncés 
dans  mes  Exercices  ou  dans  mes  autres  Ouvrages,  se  tirent  aisément 
les  uns  des  autres,  en  sorte  qu'on  peut  déduire  avec  facilité  les  théo- 
rèmes plus  généraux,  et  pins  étendus  en  apparence,  de  ceux  qui  sem- 
blent l'être  beaucoup  moins.  (Test  ce  que  j'ai  fait  voir,  en  particulier, 
dans  mes  Exercices  de  Mathématiques  (Ier  Volume,  p.  <)">)  ('),  ainsi 
que  dans  mon  .Mémoire  de  i83i  (2),  sur  le  calcul  des  limites. 

Je  remarquerai  enfin  qu'aux  formules  données  dans  mon  .Mémoire 
de  [8i4»  pour  la  détermination  des  intégrales  doubles  et  des  inté- 
grales définies  singulières,  il  convient  de  joindre  les  formules  plus 
générales  que  renferme  le  Mémoire  présenté  à  l'Académie  le  28  oc- 
tobre 1822  (3). 

i;  II.  —   Usage  des  intégrales  définies  singulières  dans  la  détermination 

des  intégrales  doables. 

C'e>t  dans  le  Mémoire  lu  à  l'Institut  le  22  août  181  \  (')  que  j'ai 
montré  la  différence  qui  peut  exister  entre  les  deux  valeurs  qu'on 
obtient  pour  une  intégrale  double,  lorsqu'on  effectue  d'abord  les  inté- 
grations dans  un  certain  ordre,  et  qu'ensuite  on  renverse  l'ordre  des 
intégrations.  (Test  encore  dans  ce  Mémoire  que  j'ai  reconnu  la  cause 
de  celte  différence,   et   que   j'en   ai   donne   la   mesure  exacte,   par  le 

('  )  OEuvrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VI.  p.  \i\  et  Blliv. 

(*)  IhiiL,  S.  II.  T.  XV. 

1, '■  1  I bal.,  S.  11.  T.  II.  Util tet in  de  la  Société pliilomathique. 

{'*)  Ibid.,  S.  I.  T.  I,  p.  3i<)  et  suiv. 

Œuvres  de  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  \~ 
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moyen  des  intégrales  définies  singulières.  Plus  tard,  en  1822,  je  me 
suis  occupé  de  nouveau  du  même  sujet,  qui  fut  traité  aussi,  vers  la 
même  époque,  par  M.  Ostrogradsky,  dont  les  conclusions  s'accordè- 
rent avec  les  miennes.  Mes  recherches  sur  cette  matière  ont  été  con- 
signées, d'une  part,  dans  le  Mémoire  déjà  cité,  d'autre  part,  dans  le 
second  Mémoire,  qui  a  été  présenté  h  l'Académie  le  28  octobre  1822, 
comme  l'atteste  la  signature  du  Secrétaire  perpétuel,  M.  Georges 
Cuvier.  Le  Bulletin  de  la  Société  philomathiq  ne  de  1822  (p.  1G1)  pré- 
sente diverses  formules  tirées  de  ce  second  Mémoire;  je  me  propose 
d'en  extraire  prochainement  quelques  autres  du  cahier  manuscrit  qui 
renferme  le  texte  original  et  que  j'ai  retrouvé  dernièrement.  Je  me 
bornerai,  pour  l'instant,  à  rappeler  que,  à  l'aide  des  principes  énoncés 
dans  le  Bulletin  de  la  Société  philomathiq  ne,  j'avais  décomposé  généra- 
lement en  intégrales  définies  singulières  la  différence  A—  B  des  inté- 
grales doubles 

A==/      /     f(*,y)dydx,         B=  /     f{x,y)dxdy, 

et  que  j'avais  ensuite  spécialement  appliqué  mes  formules,  d'abord 
au  cas  où  l'on  suppose  la  fonction  f(x,  y)  intégrable  en  termes  finis, 
par  rapport  à  chacune  des  variables  x,  y,  en  sorte  qu'on  ait  simulta- 
nément 

f{x,y)  =  I)y<\>(x,y)  =  Dxy^x,y), 
puis  au  cas  plus  restreint  où  l'on  suppose 

<K*,  y)  =/(X  +  Y  /="7)  D,(X  +  Y  \f~i) 


et 

/.(•'•,  r)  =/(X  +  Y  v^T)  Dr  (X  +  Y  yf=Ti), 


X  et  Y  désignant  deux  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y. 

^  III.  —  Conséquences  diverse*  des  propositions  fondamentales 
du  calcul  des  résidus. 

Les  propositions  fondamentales  du  calcul  des  résidus,  que  j'ai  rap- 
pelées dans  le  $  I,  entraînent  avec  elles,  comme  conséquences,  divers 
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autres  théorèmes  qui  se  trouvent  déjà,  en  partie,  énoncés  dans  les 
Exercices  de  Mathématiques,  et  que  je  vais  indiquer  en  peu  de  mots. 

D'abord,  du  théorème  III  du  §  1  on  peut  immédiatement  déduire 
une  proposition  énoncée  à  la  page  279  du  second  Volume  des  Exer- 
cices ('),  dans  les  termes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Si,  en  attribuant  au  module  r  de  la  variable 

z  =  /-(cos/>  -+-  \j —  1  sin/?) 

des  valeurs  infiniment  grandes,  on  peut  les  choisir  de  manière  que  la 
fonction  f(z)  devienne  sensiblement  égale  à  zéro,  quel  que  soit  d'ail- 
leurs l'angle  p,  ou  du  moins  de  manière  que  cette  fonction  reste  toujours 
finie  ou  infiniment  petite,  et  ne  cesse  d'être  infiniment  petite,  en  demeu- 
rant finie,  que  dans  le  voisinage  de  certaines  valeurs  particulières  de 
l'angle  p,  on  aura 

f.)  '  A')  =  l<£®. 


pourvu  que,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (1),  on  réduise  le  résidu 


intégral 


<^  x  -  s 
à  sa  valeur  principale. 

On  ne  doit  pas  oublier  que,  en  vertu  de  la  condition  énoncée  à  la 
page  98  du  1er  Volume  des  Exercices  (2),  la  fonction  f{z)  doit  con- 
server, pour  chaque  valeur  finie  de  z,  une  valeur  unique  et  détermi- 
née. Donc,  si  celle  fonction  ne  devienl  jamais  infinie,  elle  sera  ce  que 
nous  appelons  une  fonction  continue  de  ^.  Mais  alors,  l'équation 


=  o 


n'ayant  plus  de  racine,  le  résidu  intégral 

^  X  —  z 

(')  QEuvrcs  de  Caucln ,  S.  II,  T.  VII.  p.  3o5,  Î06. 
(»)  Ibid.,  S.  II.  T.  VI.  p.  1  ^. 
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s'évanouira,  et  la  formule  (i)  donnera,  pour  une  valeur  quelconque 
réelle  ou  imaginaire  de  la  variable  x, 

/(*)  =  <>. 

Donc  le  théorème   I   entraînera  immédiatement  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  II.  —  Soit  f(z)  une  fonction  toujours  continue  de  la  variable 
réelle  ou  imaginaire  z.  Si  cette  fonction  s' évanouit  pour  toute  valeur  infinie 
de  s,  elle  se  réduira  toujours  à  zéro,  quel  que  soil  z. 

Corollaire.  —  Supposons  maintenant  que  la  fonction  f(z),  toujours 
continue,  et  par  conséquent  toujours  finie,  cesse  de  s'évanouir  pour 
des  valeurs  infinies  de  z.  Alors,  si  l'on  désigne  par  a  une  valeur  parti- 
culière de  z,  le  rapport 


sera  une  autre  fonction  toujours  continue  et  toujours  finie  qui  s'éva- 
nouira pour  toute  valeur  infinie  de  z.  Donc,  en  vertu  du  théorème  11, 
cette  autre  fonction  se  réduira  simplement  à  zéro;  de  sorte  qu'on  aura 

f(z)-f(a)  =  o 
ou,  en  d'autres  termes, 

/(*)  =/(a)  =  const. 

Donc  une  considération  analogue  à  celle  dont  je  me  suis  servi  dans  le 

Mémoire  de  i83i  (p.  6)  ('),  c'est-à-dire  la  considération  d'un  rapport 

de  la  forme 

, 

z  —  a 

ici  substitué  à  la  fonction/^),  suffît  pour  transformer  le  théorème  II 
en  une  proposition  plus  générale  en  apparence,  et  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  III.  —  Si  une  fonction  f(z)  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire z  reste  toujours  continue,  et  par  conséquent  toujours  finie ,  elle  se 
réduira  simjilement  à  une  constante. 

(>)  OEuvrcs  de  Cauchj,  S.  II,  T.  XV. 
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On  pourrait  encore  déduire  directement  celte  dernière  proposition 
du  théorème  II  du  §  I  ou,  ci'  qui  revient  au  même,  de  la  formule 

(*)  £(/(*))  =  <>, 

qui  subsiste  dans  le  cas  où,  la  fonction  /(s)  conservant  toujours  une 
valeur  unique  et  déterminée,  le  produit 

s'évanouit  pour  toute  valeur  infinie  de  s.  En  effet,  supposons  que  la 
fonction  f(z)  cesse  de  remplir  la  dernière  condition,  mais  reste  tou- 
jours finie.  On  pourra  lui  substituer,  dans  la  formule  (2),  le  rapport 


(=-<*)  (*-/) 


qui  remplira  certainement  cette  dernière  condition,  et  alors  la  for- 
mule (2),  réduite  à  la  suivante 

exprimera  simplement  que  la  fonction  /(.r)  devient  indépendante  de 
la  valeur  attribuée  a  x. 

Ajoutons  que  le  théorème  III,  renfermé,  comme  on  vient  de  le  voir, 
dans  la  formule  (2),  comprend  évidemment  lui-même,  comme  cas 
particulier,  le  théorème  relatif  aux  fonctions  à  double  période. 

Concevons  maintenant  que  la  fonction /(a),  toujours  continue,  el 
par  conséquent  toujours  finie,  pour  des  valeurs  finies  de  la  variable  s, 
devienne  infiniment  grande  pour  dc>  valeurs  infinies  de  celle  variable. 
mais  de  telle  manière  que  le  rapport 

dans  lequel  m  désigne  un  nombre  entier  donné,  s'évanouisse  toujours 
avec  -■  Alors,  si  l'on  désigne  par  Y(z)  une  fonction  entière  de  degré  m, 
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on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (i), 

(i>  F(*)-c^-*U(=)J 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  pose 

¥(z)  =  (z  -  a)  (z-  b)...{z-  h)  (z-k), 

a,  h,  . . . ,  h,  k  désignant  m  valeurs  particulières  de  z,  la  formule  (3) 
donnera 


(4) 


{x  —  a)  ( x  —  b  ) .  .  .  (  x 


k)        <^\{z-a){z-b)...{z-k))x 


Comme  on  le  voit,  cette  dernière  formule,  déjà  présentée  aux  géo- 
mètres dans  le  Ier  Volume  des  Exercices  (p.  23)  ('),  n'est  pas  seu- 
lement applicable  au  cas  spécial  que  j'ai  considéré  (ibidem),  c'esl- 
à-dire  au  cas  où  f(x)  représente  une  fonction  entière  de  x.  Mais, 
d'après  les  principes  du  calcul  des  résidus  exposés  dans  le  IIe  Volume 
des  Exercices  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  vertu  du  théorème  I,  il 
suffit,  pour  la  vérification  de  la  formule  (4),  que  la  fonction  f(z), 
étant  toujours  finie  et  toujours  continue  pour  des  valeurs  finies  de  z, 

le  rapport  ^-~  s'évanouisse  avec  -•  D'ailleurs  la  formule  (4)  pou- 
vant, comme  j'en  ai  fait  la  remarque  dans  le  Ier  Volume  des  Exercices, 
se  réduire  à  la  suivante 

,.    ,       (x— b). .  .(x  —  k)   ..    .  (x  —  a)...(x  —  h),.,. 

(5>      ^■r)=(a-^)...(a-/0y(a)+---+(A-a)...(A-/0/(/0' 

c'est-à-dire  à  la  formule  d'interpolation  de  Lagrangc,  fournil,  en 
conséquence,  pour  valeur  de  /(x),  une  fonction  entière  de  x  du 
degré  m  —  i.  On  peut  donc  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Si  une  fonction  /(s)  de  la  variable  réelle  ou  imagi- 
naire z  reste  toujours  finie  et  continue  pour  des  valeurs  finies  de  cette 

(')  OEuvres  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VI,  p.  36. 
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variable,  et  si  d'ailleurs  le  rapport 

/(-■) 
-pr* 

dans  lequel  m  désigne  un  //ombre  entier  donné,  s'évanouit  pour  toute 
râleur  infinie  de  z,  alors  f(~-)  ne  pourra  être  qu'une  fonction  entière 
de  z  du  degré  m  —  i . 

Corollaire.  —  Si  la  fonction  f(z),  toujours  continue,  ne  devienl 
jamais  infinie,  même  pour  des  valeurs  infinies  de  z,  on  devra  sup- 
poser évidemment  m  =  i.  Donc  alors  f(s)  ne  pourra  être  qu'une 
(onction  entière  du  degré  zéro,  c'est-à-dire  une  constante,  et  l'on  se 
trouvera  immédiatement  ramené  au  théorème  III. 


268. 

Analyse  mathématique.    —  Sur  les  séries  multiples  et  sur  les  séries 

modulaires. 

C.  R. ,  T.  XIX.  p.  i3;j  (  >3  décembre  1844  > 

On  sait  que  la  Géométrie  à  (rois  dimensions  a  souvent  offert  le 
moyen  le  plus  facile  de  résoudre  certains  problèmes  ou  d'établir  cer- 
tains théorèmes  de  Géométrie  plane.  C'est  ainsi  que  la  théorie  des 
projections  centrales,  si  bien  exposée  et  développée  par  notre  hono- 
rable confrère  M.  Poncelet,  l'a  conduit  à  des  solutions  très  élégantes 
(1*1111  grand  nombre  de  ([notions  de  Géométrie  plane,  en  lui  permet- 
tant, par  exemple,  de  passer  (ris  aisément  des  propriétés  d'un  sys- 
tème de  plusieurs  cercles  aux  propriétés  d'un  système  de  plusieurs 
elli|tse>.  La  raison  logique  des  succès  que  l'on  obtient  en  marchant 
dans  cette  voie  est  facile  à  saisir.  Un  problème  de  Géométrie  plane  se 
présente  sons  un  nouveau  point  de  vue,  quand  on  le  considère  comme 
intimement  lié  a  un  problème  de  Géométrie  dans  l'espace:  ci  il  est 
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clair  que,  en  augmentant  le  nombre  des  points  de  vue  sous  lesquels 
une  question  est  envisagée,  on  se  procure  par  cela  même  de  nouveaux 
moyens  de  l'approfondir  et  de  la  résoudre.  Ce  raisonnement  peut 
d'ailleurs  s'appliquer  aux  problèmes  et  aux  théorèmes  d'Analyse,  tout 
comme  aux  problèmes  et  aux  théorèmes  de  Géométrie.  Aussi  est -il 
arrivé  plusieurs  fois  que  la  considération  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  a  conduit  les  géomètres  à  des  propriétés  remarquables  des 
fonctions  qui  renferment  une  variable  seulement.  On  peut  citer, 
comme  exemples,  la  démonstration  que  Laplace  a  donnée  de  la  série 
de  Lagrange,  et  les  belles  propositions,  relatives  aux  nombres,  que 
M.  Jacôbi  a  déduites  immédiatement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. On  conçoit  de  même  que  les  propriétés  des  séries  simples  doi- 
vent souvent  se  déduire  avec  facilité  des  propriétés  des  séries  mul- 
liplcs.  Cette  considération  m'a  engagé  à  reprendre  une  étude  dans 
laquelle  je  me  suis  vu  encouragé  par  l'assentiment  des  géomètres,  et  à 
poursuivre,  à  l'égard  des  séries  multiples,  les  recherches  auxquelles 
je  me  suis  livré  depuis  vingt-quatre  ans,  pour  établir  sur  des  bases 
solides  la  théorie  des  séries  simples.  J'examine  particulièrement  quelle 
idée  on-doit  se  faire  de  la  convergence  des  séries  multiples,  et  quelles 
sont  les  conditions  de  cette  convergence.  Parmi  les  résultats  auxquels 
je  parviens,  les  plus  importants  peuvent  être  facilement  énoncés.  Je 
vais  les  indiquer  en  quelques  lignes. 

Les  problèmes  d'Analyse,  comme  l'on  sait,  ont  généralement  pour 
but  la  recherche  de  certaines  quantités  dont  il  s'agit  de  fixer  les  va- 
leurs, en  les  déduisant  des  valeurs  supposées  connues  d'autres  quan- 
tités qui  constituent  ce  qu'on  appelle  les  données  d'une  question.  Dans 
la  langue  algébrique,  on  représente  les  quantités  connues  et  incon- 
nues par  des  lettres,  et  les  valeurs  des  inconnues  sont  censées  déter- 
minées quand  on  a  réduit  leur  détermination  au  système  de  plusieurs 
opérations  à  effectuer  sur  les  quantités  connues.  Le  système  de  lettres 
el  de  signes  qui  représente  ces  opérations  est  ce  qu'on  appelle  une 
formule.  Il  peut  d'ailleurs  arriver  que  l'on  parvienne  à  déterminer  une 
inconnue,  ou  d'un  seul  coup  et  à  l'aide  d'une  seule  opération,  ou  par 
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pièces  et  par  morceaux,  s'il  est  permis  de  s'exprimer  ainsi,  et  à  l'aide 
d'approximations  successives.  Dans  le  dernier  cas,  la  valeur  de  l'in- 
connue se  trouve  exprimée  par  la  somme  d'une  série  simple  ou  mul- 
tiple. Mais,  pour  que  la  détermination  de  cette  inconnue  ne  devienne 
pas  illusoire,  il  est  bien  entendu  que  les  approximations  doivent  être 
effectives,  de  sorte  qu'après  un  certain  nombre  d'opérations  chaque 
approximation  nouvelle  fasse  généralement  converger  le  résultat  trouvé 
vers  la  valeur  de  l'inconnue  et  rapproche  le  calculateur  du  but  qu'il 
se  propose  d'atteindre.  C'est  alors  que  la  série  simple  ou  multiple, 
propre  à  founir  des  valeurs  de  plus  en  plus  exactes  de  l'inconnue,  est 
appelée  convergente  ;  et,  par  ce  peu  de  mots,  on  peut  juger  de  l'im- 
portance que  les  géomètres  ont  dû  attacher  à  la  convergence  des 
séries. 

J'ai  prouvé,  en  1821,  dans  mon  Analyse  algébrique  ('),  que  la  con- 
vergence d'une  série  simple  dépend  surtout  d'une  certaine  quantité 
positive,  ou,  si  l'on  veut,  d'un  certain  module,  que  j'ai  depuis  appelé 
le  module  de  la  série.  En  effet,  une  série  simple  est  convergente  ou 
divergente,  suivant  que  son  module  est  inférieur  ou  supérieur  il 
l'unité.  A  cette  considération  des  modules  des  séries  simples  je  joins 
aujourd'hui  la  considération  des  séries  modulaires.  J'appelle  ainsi  la 
série  dont  les  termes  se  réduisent  aux  modules  des  divers  termes 
d'une  série  donnée  simple  ou  multiple. 

Cela  posé,  j'établis  des  théorèmes  fondamentaux  relatifs  à  des  séries 
quelconques,  et  je  prouve,  en  particulier,  qu'une  série  simple  ou 
multiple  est  toujours  convergente  lorsque  la  série  modulaire  corres- 
pondante est  convergente  elle-même. 

Dans  un  prochain  article,  je  développerai  les  conséquences  des 
principes  exposés  dans  celui-ci,  et  je  montrerai  comment  on  peut 
ainsi  revenir  aux  formules  que  j'ai  données  dans  mes  derniers  Mé- 
moires sur  le  développement  des  fonctions  en  séries,  ou  même  fixer 
les  conditions  précises  sous  lesquelles  subsistent  ces  formules,  en 

(')  OEtwrcs  (te  Cauc/iy,  S.  II,  T.  III. 

OF.uvres  de  C .  —  S.l,  t.  VIII.  /|8 
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prouvant  que  ces  mêmes  formules  se  vérifient  tant  que  les  séries 
qu'elles  renferment  demeurent  convergentes. 


269. 

Analyse  mathématique.   —  Mémoires  sur  les  fonctions  complémentaires. 
C.  R.,  T.  XIX,  p.  1377  (a3  décembre  1844). 

Considérons,  avec  une  variable  réelle  ou  imaginaire,  une  fonction 
qui  ne  cesse  d'être  continue  que  pour  certaines  valeurs  de  la  variable 
auxquelles  correspondent  des  résidus  déterminés.  Si,  d'ailleurs,  pour 
toute  valeur  infinie  de  la  variable,  le  produit  de  la  variable  par  la  fonc- 
tion s  évanouit,  le  résidu  intégral  de  la  fonction  s  évanouira  pareillement. 

De  ce  principe  fondamental  du  calcul  des  résidus  on  déduit  sans 
peine,  comme  je  l'ai  déjà  observé,  les  deux  théorèmes  suivants,  dont 
le  premier  est  un  cas  particulier  d'une  proposition  plus  générale, 
énoncée  dans  le  IIe  Volume  de  mes  Exercices  de  Mathématiques  (')  : 

Théorème' 1.  —  Si,  pour  toute  valeur  finie  d'une  variable  réelle  ou 
imaginaire  z,  une  fonction  de  z  reste  toujours  continue,  par  conséquent 
toujours  finie;  si  d'ailleurs,  pour  toute  valeur  infinie  de  la  variable  z,  le 
produit  de  cette  variable  par  la  fonction  se  réduit  à  une  constante  déter- 
minée, la  fonction  elle-même  se  réduira  simplement  à  cette  constante. 

Théorème  II.  —  Si  une  fonction  d'une  variable  réelle  ou  imaginaire  z 
reste  toujours  continue,  par  conséquent  toujours  finie  pour  des  valeurs 
finies  de  z,  et  si  d'ailleurs  cette  fonction  ne  cesse  pas  d'être  finie,  même 
pour  des  valeurs  infinies  de  z,  elle  se  réduira  simplement  à  une  constante. 

Si,  dans  le  précédent  Mémoire,  je  me  suis  borné  à  remarquer  l'ana- 
logie qui  existe  entre  les  deux  théorèmes  et  à  faire  voir  que  le  second 
est,  tout  comme  le  premier,  une  conséquence  immédiate  du  principe 
fondamental,  c'est  qu'il  ne  me  souvenait  pas  d'avoir  publié  aucune 

(')  OEuvrcs  de  Cauchj,  S.  II,  T.  VII. 
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formule  qui,  dans  le  cas  général,  ou  dans  un  cas  particulier,  fût  l'ex- 
pression précise  du  second  théorème.  Toutefois,  une  telle  formule 
existe  dans  l'un  de  mes  Mémoires.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'entrer  à  ce 
sujet  dans  quelques  détails. 

Une  fonction  algébrique  ou  même  transcendante  peut  être  repré- 
sentée, dans  un  grand  nombre  de  cas,  par  une  somme  de  fractions 
rationnelles,  dont  chacune  devient  infinie  pour  une  valeur  de  la  va- 
riable qui  rend  infinie  la  fonction  donnée,  ou,  du  moins,  par  une  telle 
somme  augmentée  d'une  fonction  nouvelle  que  j'appellerai  complé- 
mentaire, et  qui  offre  cela  de  remarquable  qu'elle  conserve  toujours 
une  valeur  finie  pour  toutes  les  valeurs  finies  de  la  variable.  Cela  posé, 
il  est  clair  qu'on  pourra  généralement  réduire  la  recherche  des  pro- 
priétés de  la  fonction  donnée  à  la  recherche  des  propriétés  de  la  fonc- 
tion complémentaire,  et  c'est  effectivement  ce  que  j'ai  fait  moi-même, 
dans  plusieurs  circonstances,  spécialement  dans  le  Ier  Volume  des 
Exercices  de  Mathématiques  (page  9$)  ('). 

Or,  dans  le  Mémoire  que  renferme  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
2")  septembre  1 843,  j'ai  tiré  du  calcul  des  résidus  deux  formules  géné- 
rales qui  m'ont  paru  spécialement  applicables  à  la  décomposition  de 
certaines  fonctions  et,  en  particulier,  des  fonctions  elliptiques  en 
fractions  simples.  Ces  deux  formules  se  rapportent  au  cas  où  la  fonc- 
tion donnée  ne  cesse  d'être  continue  que  pour  certaines  valeurs  de 
la  variable  qui  la  rendent  infinie.  En  vertu  de  la  première  formule, 
qui  n'est  autre  que  l'équation  (5)  de  la  page  279  du  IIe  Volume  des 
Exercices  (a),  si  la  fonction  donnée  s'évanouit  pour  une  valeur  infinie 
de  la  variable,  la  fonction  complémentaire  s'évanouira  elle-même. 
Mais  il  en  sera  autrement  si  la  fonction  donnée  satisfait  seulement  à 
la  condition  de  rester  finie  pour  une  valeur  nulle  ou  infinie  de  la  va- 
riable, et  alors,  en  vertu  de  la  seconde  formule,  la  fonction  complé- 
mentaire se  réduira  simplement  à  une  constante  qui  pourra  différer 
de  zéro. 

(')  OEuvrcs  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VI.  p.  12 j  et  suiv. 
(»)  Ibid.,  S.  Q,  T.  VII.  |».  326. 
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Si  la  fonction  donnée  ne  devient  jamais  infinie,  elle  ne  différera  pas 
de  la  fonction  complémentaire,  et  alors,  en  vertu  de  la  seconde  for- 
mule, ce  sera  la  fonction  donnée  elle-même  qui  se  réduira  simplement 
à  une  constante.  On  se  verra  donc  alors  ramené  par  la  seconde  formule 
précisément  au  dernier  des  deux  théorèmes  que  nous  avons  ci-dessus 
rappelés.  D'autre  part,  il  est  clair  que  le  théorème  dont  il  s'agit  sub- 
sistera,  comme  la  formule  elle-même,  pour  toute  fonction  continue 
de  x.  Si  l'on  considère  séparément  le  cas  où  la  fonction  est  double- 
ment périodique,  on  retrouvera  le  théorème  spécial  regardé  avec 
raison,  par  un  de  nos  honorables  confrères,  comme  particulièrement 
applicable  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que  les  résultats  fournis  par  le  théorème  ne  différeront  pas  des 
résultats  qui  ont  été  ou  peuvent  être  fournis  par  l'application  immé- 
diate de  la  formule. 

» 
Analyse. 

Soit/(V)  une  fonction  de  la  variable  x,  qui  ne  cesse  d'être  continue 
que  pour  certaines  valeurs  de  x  qui  la  rendent  infinie,  et  auxquelles 
correspondent  des  résidus  déterminés.  Supposons,  d'ailleurs,  que  Le 
système  de  ces  résidus,  dans  le  cas  où  ils  sont  en  nombre  infini,  forme 
une  série  convergente,  et  prenons 

(i)  w(*)=/(*)-£-^  (/(*))• 

Alors  la  fonction  u(x)  conservera  généralement  une  valeur  finie  pour 
toutes  les  valeurs  finies  réelles  ou  imaginaires  de  la  variable  x.  D'ail- 
leurs,  cette  fonction,  étant  précisément  celle  qui,  en  vertu  de  la  for- 
mule (i),  ou  plutôt  de  la  suivante 

(3)  /(*)=£  r1-;  (/(*)) +  »(*)» 

doit  être  ajoutée  au  résidu  intégral 
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quand  on  veut  compléter  la  valeur  de  la  fonction  donnée  f(x),  sera 
nommée,  pour  ce  motif,  la  fonction  complémentaire.  La  considération 
de  cette  fonction  complémentaire  fournit  le  moyen  d'établir  facilement 
diverses  propositions  importantes  relatives  à  la  fonction  f(x),  comme 
je  l'ai  fait  voir  dans  le  Ier  Volume  des  Exercices  de  Mathématiques 
(pages  90  et  suivantes)  (  '  ). 

Considérons  maintenant  le  cas  particulier  où  le  produit  z  j\  z  | 
s'évanouit  pour  toute  valeur  infinie  de  z.  Alors,  comme  je  l'ai  fait 
voir  dans  le  Ier  Volume  des  Exercices,  le  résidu  intégral  de  la  fonction 
f(z)  s'évanouira,  en  sorte  qu'on  aura 

(3)  £(/(*))  =0. 

f(~) 
Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  remplace  f(z)  par  J    ■   ,  on  oit- 

tiendra  la  suivante 

(4)  /(*)  =  £  _!-(/(*)), 

qui  se  trouvait  déjà  dans  les  Exercices,  et  qui  suppose  que  la  fonction 
f(z)  s'évanouit  elle-même  pour  toute  valeur  infinie  de  z. 

De  la  formule  (4),  comparée  à  la  formule  (2),  on  déduit  immédiate- 
ment la  proposition  suivante  : 

Théorème  III.  —  Dans  le  cas  où  la  fonction  donnée  f(x)  s'évanouit 
pour  toute  valeur  infinie  de  x,  la  fonction  complémentaire  rj (x)  se  réduit 
elle-même  à  zéro. 

Concevons  à  présent  que  la  fonction  f(z)  conserve  une  valeur  finie, 
mais  cesse  de  s'évanouir  pour  une  valeur  infinie  de  z.  Alors  on  pourra, 
dans  la  formule  (3),  remplacer  f(z)  par  le  produit 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  le  produit 


(')  OEuvrcs  de  Caucliy,  S.  II,  T.  VI,  p.  12 {  et  suiv 
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attendu  que  l'expression 


s'évanouira,  dans  l'hypothèse  admise,  pour  toute  valeur  infinie  de  z. 
Gela  posé,  la  formule  (3)  donnera 

la  valeur  de  G  étant  constante,  c'est-à-dire  indépendante  de  x,  et 
déterminée  par  la  formule 

D'ailleurs,  de  la  formule  (5),  comparée  à  la  formule  (2),  on  déduira 
immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  IV.  —  Dans  le  cas  où  la  fonction  donnée  f(x)  reste  finie 
pour  toute  valeur  infinie  de  x,  la  fonction  complémentaire  xz(x)  se  réduit 
simplement  à  une  constante. 

La  valeur  de  la  constante  G,  fournie  par  l'équation  (G),  peut  encore 
être  présentée  sous  d'autres  formes  qu'il  est  bon  de  signaler. 

D'abord,  en  développant  le  second  membre  de  l'équation  (6),  on 
trouve 

(7)  G=/(o)  +  <T^/(,)). 
D'autre  part,  si  l'on  pose 

(8)  *=J-f%f(ePil=ï)dp, 

J — % 

on  aura,  en  vertu  d'une  formule  établie  dans  le  Ier  Volume  des  Exer- 
cices [voir  la  formule  (92)  de  la  page  217]  ('), 

ni      mi     . 

(9)  *=/(o)+     £        -{/(  =  )), 

(')  OEuvrcs  de  Cauchy,  S.  II,  T.  VI,  p.  269. 
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et,  par  suite,  l'équation  (7)  donnera 


l~l         ITT) 


(10)  3=    r     ;(/(*»  +  *. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  2  dans  l'équation  (5),  on 
trouvera 


(11) 


(1)         ITT,  j  («I         (U)         /  ,  \ 


Cette  dernière  formule  est  précisément  la  formule  (3)  du  Mémoire 
que  j'ai  présenté  à  l'Académie  le  20  septembre  i843  sur  l'application 
du  calcul  des  résidus  aux  produits  composés  d'un  nombre  infini  de 
facteurs.  Comparée  à  l'équation  (2),  cette  même  formule  reproduit 
immédiatement  le  théorème  IV. 

Au  reste,  le  théorème  IV  pourrait  être  considéré  comme  compris 
dans  le  troisième,  duquel  on  le  déduit  immédiatement  en  désignant 
par  a  une  valeur  particulière  de  x,  et  remplaçant  la  fonction  /(.r)  par 

le  rapport 

f(x)~f(a) 
x  —  a 

J'ajouterai  que,  dans  le  cas  où  l'on  prend  pour  f(x)  le  rapport 
entre  deux  produits  de  factori elles  réciproques,  et  où,  des  deux  termes 
de  ce  rapport,  le  second,  c'est-à-dire  le  dénominateur,  renferme  plus 
de  factori  elles  que  le  premier,  la  fonction  complémentaire  doit  s'é- 
vanouir en  vertu  du  théorème  III.  Cette  observation,  relative  aux  l'ai - 
torielles  réciproques,  et,  par  conséquent,  aux  fonctions  elliptiques, 
s'accorde  avec  une  proposition  énoncée  à  la  dernière  page  d'un  précé- 
dent .Mémoire  (séance  du  20  novembre  i843)  où  j'ai  déjà  l'ail  observer 
que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  fonction  complémentaire  se  réduit  à 
zéro. 

Lorsque  la  fonction  f{z)  reste  toujours  continue,  par  conséquent 
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toujours  finie,  et  ne  cesse  pas  d'être  finie  même  pour  des  valeurs 
infinies  de  s,  la  formule  (8)  donne  simplement 

(i2)  f{œ)=±f  f(epf*)dp 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(i3)  /(.r)  =  const. 

Donc  alors  la  formule  (8)  reproduit  purement  et  simplement  le  théo- 
rème II. 

Enfin,  si  la  fonction /(a?)  est  supposée  doublement  périodique,  la 
formule  (i3)  reproduira  le  théorème  relatif  à  cette  espèce  de  fonction. 

En  terminant  cet  article,  je  rappellerai  que,  dans  les  Mémoires  du  i 
et  du  9  octobre  i843,  j'ai  déduit  immédiatement  de  la  formule  (n) 
les  équations  remarquables  à  l'aide  desquelles  le  rapport  entre  deux 
produits  de  factorielles  réciproques,  tous  deux  composés  d'un  même 
nombre  de  facteurs,  se  développe  en  série  ou  se  transforme  en  une 
somme  de  termes  dont  chacun  est  proportionnel  au  rapport  de  deux 
factorielles  seulement.  Je  rappellerai  aussi  que,  dans  le  cas  où  les 
deux  termes  du  premier  rapport  ne  renferment  plus  le  même  nombre 
de  facteurs,  on  peut  encore,  ou  le  développer  en  série,  ou  le  décom- 
poser en  plusieurs  termes,  soit  à  l'aide  de  la  formule  (i  i),  soit  à  l'aide 
d'une  autre  formule  plus  générale  qui  se  trouve  établie  et  développée 
dans  mes  Mémoires  du  3o  octobre  et  du  20  novembre  i843. 

J'observerai  enfin  que,  non  seulement  on  peut  tirer  de  ces  formules 
générales  un  grand  nombre  de  formules  particulières  relatives  à  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  analogues  à  celles  qui  se  trouvent 
déjà  dans  mes  divers  Mémoires,  mais  encore  que  de  ces  formules  par- 
ticulières on  déduit  souvent  des  théorèmes  dignes  de  remarque  et 
relatifs  à  la  théorie  des  nombres.  Ainsi,  par  exemple,  la  formule 

(    (  I  +  2  t  +  2  th  -t-  2  P  +  .  .  .  )  (  I  -+-  2  t3  -+-  2  ti2  +  2  t2"1  +  .  .  .  ) 

04)  (  \  —  ï        x  +  p'i  —  f*         i  +  /'   , 
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que  j'ai  donnée  dans  la  séance  du  2')  septembre  [843,  entraine  avec 
elle  la  proposition  suivante  : 

THÉORÈME  V.  —    Soie///  n  un  entier  quelconque  et  N  le  nombre  des  sys- 
tèmes de  relieurs  entières  positives  ou  négatives  de  x,  y  qui  vérifient  la 

formule 

(i5)  x1  +■  ;>  v*=  n. 

Si  l'on  nomme  a  l'un  quelconque  des  diviseurs  entiers  de  n,  on  nu  ru 

2  -  a 

n  SI  11  — 5— 
(l6)  \=(-l)«^ï(-l)'+''- 


.        ■>.  T. 
Mil    -.,- 

la  somme  qu'indique  le  signe  ï.  s' étendant  à  tous  les  diviseurs  a  de  n. 

Si  les  diviseurs  de  n,  non  divisibles  par  5,  sont  en  nombre  impair, 
alors,  en  vertu  de  la  formule  (16),  N  sera  lui-même  impair  et  ne  pourra 
s'évanouir. 

Si  n  est  un  nombre  premier  impair,  l'équation  (16)  donnera 


II 

.     2  -  // 

'"'     3 

s  =  n 

.      271 

sin  — 
6 

par  conséquent 

('7) 

-\  =i±i, 
2 

le  double  signe  ±  devant  être  réduit  au  signe  +  ou  au  signe  —,  sui- 
vant que  n,  divisé  par  3,  donnera  pour  reste  1  ou  —  1.  Dans  le  premier 
cas,  on  tirera  de  la  formule  (17) 

el  par  suite,  si,  dans  l'équation  (1 5),  on  assujetti!  les  valeurs  de  x, y 
à  demeurer  positives,  cette  équation  sera  résoluble,  mais  d'une  seule 
manière,  ce  que  l'on  savait  déjà. 
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270. 


Analyse  mathématique.  —   Sur  la  convergence  des  séries  multiples. 


C.  R..  T.  XIX,  p.  i453  (3o  décembre  18  j  j  1. 


Soit 


(0 


u=f(x,  y,z,  ...) 


une  fonction  des  variables  x,  y,  z,  ...  qui,  pour  chaque  système  de 
valeurs  entières,  positives,  nulle  ou  négatives  attribuées  à  x,  y, 
s,  ...,  acquière  une  valeur  unique  et  finie.  Cette  fonction  u  pourra 
èlre  considérée  comme  le  terme  général  d\\nc  série  multiple  dont  chaque 
terme  correspondrait  à  un  système  particulier  de  valeurs  entières, 
positives,  nulle  ou  négatives  de  x,  y,  z 

Réciproquement,  le  terme  général  d'une  série  multiple  pourra  tou- 
jours être  représenté  par  une  telle  fonction  de  x,  y,  z,  .... 

Soit  maintenant  S  une  somme  formée  avec  un  grand  nombre  de 
termes  de  la  série  multiple.  Cette  série  sera  dite  convergente,  si  la 
somme  S  s'approche  indéfiniment  d'une  limite  unique  et  finie  s,  dans 
le  cas  où  le  nombre  des  termes  compris  dans  la  somme  S  devient  infi- 
niment grand,  et  où  les  valeurs  numériques  de  x,  y,  z,  .. .  qui  corres- 
pondent aux  termes  exclus  de  cette  somme  deviennent  elles-mêmes 
infiniment  grandes.  Alors  aussi  la  limites  de  la  somme  partielle  5  sera 
ce  qu'on  appelle  la  somme  de  la  série. 

On  peut  dire  encore  que  la  série  multiple  sera  convergente,  si  la 
somme  S  devient  toujours  infiniment  petite,  dans  le  cas  où  les  termes 
dont  elle  est  composée  correspondent  tous  à  des  valeurs  numériques 

infiniment  grandes  de  xfy,  z Celte  seconde  définition  s'accorde 

évidemment  avec  la  précédente.  Car,  dans  le  second  cas,  la  somme  S 
peul  être  considérée  comme  composée  de  termes  qu'on  aurait  exclus 
de  celle  somme  dans  le  premier  cas;  et  par  suite,  si  dans  le  premier 
cas  la  somme  S  converge  vers  une  limite  unique  et  finie,  (die  devra. 
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dans  le  second  cas,  converger  vers  une  limite  nulle,  et  réciproque- 
ment. 

Concevons  maintenait  que,  pour  des  valeurs  entières  de  x,  y,  z,  ..., 
on  représente  par 

le  module  de  la  fonction 

"=/(#,  y,  s,  ...)• 

Les  modules  des  divers  termes  de  la  série  qui  a  pour  terme  général  // 
seront  précisément  les  fermes  de  la  série  dont  le  terme  général  est  u; 
cl  pour  celle  raison  nous  dirons  que  la  seconde  série  est  la  série  modu- 
laire  correspondante  à  la  première.  Cela  posé,  nommons,  comme  ci- 
dessus.  S  la  somme  d'un  grand  nombre  de  termes  de  la  première 
série.  Soit,  de  plus,  s  la  somme  do>  termes  correspondants  de  la 
seconde  :  s  représentera  précisément  la  somme  des  modules  des  termes 
compris  dans  la  somme  S.  Donc,  si  la  somme  s  devient  infiniment 
petite,  dans  le  cas  où  les  termes  qu'elle  renferme  correspondent  tous 
à  des  valeurs  numériques  infiniment  grandes  de  chacune  i\c^  quan- 
tités x,  y,  z,  ...,  on  pourra  en  dire  aillant,  a  fortiori,  de  la  somme  S. 
De  cette  observation,  rapprochée  de  la  seconde  définition  des  séries 
convergentes,  on  déduit  immédiatement  le  théorème  donl  voici  l'é- 
noncé : 

rHÉORÈME  I.  —    Une  série  simple  ou  multiple  esl  toujours  convergente 
lorsque  lu  série  modulaire  correspondante  est  convergente  elle-même. 

Admettons  maintenant  que,  la  série  multiple 

étant  convergente,  on  forme,  avec  divers  termes  de  celle  série,  des 

sommes 

*o,     *,     l\ k 

tellement  composées  que  le  même  terme  ne  se  reproduise  jamais  dans 

deux  sommes  distinctes,  cl  que  les  seuls  termes  exclus  du  système  dé- 
sunîmes 

A"o,       /•  i ,       A .,,        ....       A,,, 
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quand  le  nombre  //  devient  infiniment  grand,  soient  des  termes  dans 
lesquels  les  valeurs  numériques  dese,  y,  z,  ...  deviennent  elles-mêmes 
infiniment  grandes.  Enfin  posons 

I  2  |  s„  =  />•„  ■+-  /.',  +  /,-,  -+-...+  /.  „ . 

En  vertu  de  la  première  définition  que  nous  avons  donné»1  des  séries 
convergentes,  sn  s'approchera  indéfiniment,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  de  la  limite  unique  et  finie  s  qui  représente  la  somme  de 
la  série  multiple.  Donc,  en  faisant  croître  n  indéfiniment,  on  trouvera 

(3)  s  =  /c0+Â:1-+-/«:2  +  ..., 

et  l'on  pourra  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  11.  —    Une  série  multiple  étant  supposée  convergente,  dési- 
gnons par 

/.'„,       A ,,       A.,,        .  .  .  ,       A  „, 

des  sommes  partielles  formées  avec  divers  termes  de  celte  série  multiple,  de 
telle  sorte  que  le  même  terme  ne  se  trouve  jamais  reproduit  dans  deux 
sommes  distinctes,  et  que  les  termes  exclus  du  système  des  sommes 

soient  toujours,  pour  une  valeur  infiniment  grande  de  n,  des  termes  qui 

correspondent  à  des  valeurs  numériques  infiniment  grandes  de. ce, y,  z,  . . .  ; 

alors  la  série  simple 

k0,     a,,     k%,      ... 

sera  elle-même  convergente,  et  elle  aura  pour  somme  la  somme  s  de  la 
série  multiple. 

Corollaire.  —   Si  une  seconde  série  simple 

li»,     hu     />,,     .  .  . 

est  formée  comme  la  première,  elle  sera  pareillement  convergente,  et 
l'on  aura  encore 

(il  v  =  //„+  //,-f-  /*,  +  . . ., 
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par  conséquent 

(  5  )  h0  +  ht  -+-  A,  -+- . . .  =  /. „  —  /, -,   h  /, -,  4- 

Cci i f  dernière  formule  renferme  le  principe  fécond  sur  lequel  repose 
la  transformation  dr<.  séries. 

Parmi  les  séries  multiples,  on  doit  surtout  remarquer  celles  qui 
représentent  Ai'*  fonctions  développées  suivant  les  puissances  entières 
positives,  nulle  el  négatives  uV  plusieurs  variables.  On  peut  établir, 
à  l'égard  de  ces  développements,  diverses  propositions  analogues  à 
celles  que  renferme  mon  Mémoire  de  [83i,  sur  le  calcul  des  limites: 
el.  pour  y  parvenir,  il  sullil  de  transformer  d'abord  ces  fonctions  en 
Intégrales  définies,  puis  de  développer  en  séries  les  intégrales  obte- 
nues. Ainsi,  par  exemple,  en  opérant  de  celte  manière,  on  démon- 
trera sans  peine  le  théorème  suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  une  /onction  de  plusieurs  variables,  r,  y,  z,  . . .  reste 

continue  pour  des  valeurs  de  ce,  y,  z,  . . .  comprises  entre  certaines  limites, 
non  seulement,  pour  de  telles  valeurs,  la  fonction  sera  développable  en 
une  série  convergente,  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x,  y, 
z,  ...,  mais  la  série  modulaire  correspondante  sera  convergente  elle- 
même. 

Ajoutons  que  le  calcul  fournira  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
que  l'on  commettra,  quand  on  arrêtera  le  développement  effectué  sui- 
vant les  puissances  entières  de  chaque  variable  après  un  certain 
nombre  de  termes. 


271. 

ANALYSE   MATHÉMATIQUE.    —    Mémoire  sur  les  fondions  qui  se  reproduisent 

par  substitution. 

C.  R.,  T.  XIX,  p.  i  {36  <  3o  décembre  i*ii  i. 

Soient 

r,    y,     s,     ... 

et 

t.    r,   z,    ... 
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deux  systèmes  de  variables  liées  entre  elles  par  certaines  équations, 
en  vertu  desquelles  À",  Y,  Z,  ...  puissent  être  considérées  comme  des 
fonctions  connues  et  déterminées  de  x,  y,  z,  ....  La  substitution  des 
variables  À',  Y,  Z,  ...  aux  variables  x,  y,  z,  ...  transformera  une 
fonction  quelconque  de  x,  y,  z,  . . . ,  représentée  par  la  notation 

f(-z",  y,  s,  . . .), 

en  uno  fonction  nouvelle 

t(.r,  y,  z,  ...), 

qui  sera  généralement  distincte  de  la  première.  Mais,  dans  certains 
cas  particuliers,  il  peut  arriver  que  la  nouvelle  fonction  se  confonde 
avec  la  première,  ou  du  moins  n'en  diffère  que  par  un  facteur  con- 
stant ou  variable,  qu'il  soit  aisé  de  reconnaître,  en  sorte  qu'on  ait 

identiquement  ou 

î{cc,y,z,  ...)  =  î(A',y,Z,...), 

ou  du  moins 

Ç(x,y,z,...)  =  Kf(A',y,Z,...), 

K  désignant  une  fonction  déterminée  de  x,  y,  z,  . . .  que  l'on  puisse 
facilement  reconnaître  et  mettre  en  évidence,  comme  étant,  avec 
f(A',  Y,  Z,  . . .),  un  facteur  de  la  fonction  ((x,y,z,  . ..).  Alors  nous 
dirons  que  la  fonction  t'(x,y,z,  ...)  se  trouve  reproduite  par  la  sub- 
stitution des  variables  X,  Y,  Z,  ...  aux  variables  ce,  y,  z,  ...  et  par 
l'adjonction  du  facteur  K  au  résultat  que  fournit  cette  substitution 
même. 

Parmi  les  fonctions  qui  peuvent  se  reproduire  aussi  par  substitu- 
tion, il  en  existe  quelques-unes  qui  méritent  d'être  remarquées.  Telles 
sont,  par  exemple,  celles  dont  la  considération  m'a  conduit  à  deux 
théorèmes  qu'il  esl  facile  d'établir  et  qui  peuvenl  être  énoncés  dans 
les  termes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Concevons  que  l'indice  n  représente,  au  signe  près,  un 

nombre  entier.  Soit,  déplus. 

une  fonction  de  l'indice  n  et  des  variables  x,  y,  z,  ....  Enfin  supposons 
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que  les  diverses  valeurs  de  un,  savoir 

(l)  ...,       M_j,       «_2,       t/-u       U0,       «„       II,,       lt3,       ..., 

forment  une  série  convergente,  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens. 
Si.  en  substituant  aux  variables  x,  y,  z,  ...  d'autres  variables  X,  Y, 
Z,  ...  qui  soient  des  fonctions  connues  et  déterminées  des  premières,  on 

transforme  généralement  le  rapport  —  en  une  nouvelle  fonction  équiva- 
ut 

lente  au  rapport  — —  >  alors  la  somme  s  de  la  série  (i)  sera  une  fonction 
de  X,  y,  z,  ...  qui  se  trouvera  reproduite  par  la  substitution  dont  il 
s'agit  et  par  l'adjonction  du  fadeur  —  au  résultat  de  cette  substitution 


h 
«o 

même. 


Démonstration.    —  En  effet,  désignons,  pour  plus  de  commodité, 
par  i'(.r,_v,  s,  . ..)  la  somme  s  de  la  série  (i).  On  aura,  non  seulement 

(2)  S  —  ..  .//_,+  «_,-t-  «0  +  «1+  u,  +  . . . 

ou,  ee  qui  revient  au  même, 

î{x,y,z,  ...)  =  lu,l, 

le  signe  I  s'étendanf  à  toutes  les  valeurs  entières  positives,  nulle  el 
négatives  de  l'indice  n,  mais  encore,  en  vertu  de  l'hypothèse  admise. 

f(.r,r,  z,  ...)  =  -2«„— =  -2</„ 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

t{Ar,r,z,... )  =  £({*,  y,  *,...), 

"1 

et,  par  conséquent, 

.  ;>  t{*,y,z,...)=£t(  1,  r,Z,  ...). 


Il 


Théorème  II,  --  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  I. 
la  factorielle  V  déterminée  par  V 'équation 

««■'=(-£)(-S)(-2)-(-^)(-ë)0+S)- 
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sera  une  fonction  de  x,  y,  z,  .  . . ,  qui  se  trouvera  reproduite  par  la  sub- 
stitution des  variables  X,  Y,  Z,  . . .  aux  variables  x,  y,  ~.  . . .  et  par 
l'adjonction  du  facteur  —  au  résultat  de  eeltc  substitution  même. 

Démonstration.  --  En  effet,  dans  l'hypothèse  admise,  la  substitution 
dos  variables  X,  Y,  Z,  . . .  aux  variables  x,  v,  z,  . . .  changera  généra- 
lement les  rapports  de  la  forme 

>  

en  des  rapports  de  la  forme 


Donc,  si,  pour  plus  de  commodité,  on  représente  par 

F(j,  r,  s,  ...) 
la  valeur  de  P  que  fournil  l'équation  (4),  on  aura,  non  seulement 

^-••'=(-S)(-5)(-S)-('+^)(«+ë)(-= 

mais  encore 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 

F{Ar,r,Z,..,)  =  %F[x,y,1S,...), 

et,  par  conséquent, 

F(^,r,s,  ...)  =  ?F(  r,  ]-,  z,  ...)• 


^ 


Dans  un  prochain  article,  j'appliquerai  les  principes  que  je  viens 
d'établir  à  la  recherche  et  à  la  démonstration  des  propriétés  remar- 
quables des  séries  et  des  factorielles  que  l'on  obtient,  quand  la  fonc- 
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tion  de  x,  y,  z,  ....  représentée  par  un,  offre  pour  logarithme  une 
fonction  entière  de  l'indice  n. 


272. 

Analyse  mathématique.  -  Mémoire  sur  les  progressions  des  divers  ordres. 
C.  H.,  T.  XX,  p.  2  (G  janvier  18  Jj  >. 

Les  progressions  sont  les  premières  séries  qui  aient  fixé  l'attention 
des  géomètres.  Il  ne  pouvait  en  être  autrement.  Diverses  suites  dont 
les  considérations  se  présentaient  naturellement  à  leur  esprit,  telles 
que  la  suite  des  nombres  entiers,  la  suite  des  nombres  pairs,  la  suite 
des  nombres  impairs,  offraient  cela  de  commun,  que  les  divers  termes 
de  chacune  d'elles  étaient  équidifférents  entre  eux;  et  l'on  se  trouvait 
ainsi  conduit  à  remarquer  Us  progressions  par  différence,  autrement 
appelées  progressions  arithmétiques.  De  plus,  en  divisant  algébrique- 
ment deux  binômes  l'un  par  l'autre,  ou  même  en  divisant  un  monôme 
par  un  binôme,  on  voyait  naître  la  progression  par  quotient,  autrement 
appelée  progression  géométrique,  qui  offre  le  premier  exemple  d'une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  d'une  même  quantité. 

En  réalité,  une  progression  arithmétique  n'esl  autre  chose  qu'une 
série  simple  dont  le  tenue  général  se  réduit  à  une  fonction  linéaire  du 
nombre  qui  exprime  le  rang  de  ce  terme. 

Pareillement,  une  progression  géométrique  n'est  autre  chose  qu'une 
série  simple,  dans  laquelle  le  terme  général  si-  trouve  représenté  par 
une  exponentielle  dont  l'exposant  se  réduit  à  une  fonction  linéaire  du 
rang  de  ce  même  terme. 

lien  résulte  qu'une  progression  géométrique  est  une  série  simple 
dont  le  ferme  général  a  pour  logarithme  le  terme  général  d'une  pro- 
gression arithmétique. 

11. va  plus  :  de  même  qu'en  Géométrie  on  distingue  des  paraboles 
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de  divers  ordres,  de  même  il  semble  convenable  de  distinguer  en  Ana- 
lyse des  progressions  de  divers  ordres.  En  adoptant  cette  idée,  on  devra 
naturellement  appeler  progression  arithmétique  de  l'ordre  m  une  série 
simple  dont  le  terme  général  sera  une  fonction  du  rang  de  ce  terme, 
entière  et  du  degré  m. 

Pareillement,  il  paraît  naturel  d'appeler  progression  géométrique  de 
l'ordre  m  une  série  simple,  dans  laquelle  le  terme  général  se  trouve 
représenté  par  une  exponentielle  dont  l'exposant  est  une  fonction  du 
rang  de  ce  terme,  entière  et  du  degré  m. 

Cela  posé,  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  de 
l'ordre  m  aura  toujours  pour  logarithme  le  terme  général  d'une  pro- 
gression arithmétique  du  même  ordre. 

Les  définitions  précédentes  étant  admises,  les  progressions  arith- 
métique et  géométrique  du  premier  ordre  seront  précisément  celles 
que  l'on  avait  déjà  examinées  d'une  manière  spéciale,  celles-là  mêmes 
dont  les  diverses  propriétés,  exposées  dans  tous  les  Traités  d'Algèbre, 
sont  parfaitement  connues  de  tous  ceux  qui  cultivent  les  sciences 
mathématiques. 

Ajoutons  que  les  progressions  arithmétiques  des  divers  ordres, 
quand  on  les  suppose  formées  d'un  nombre  fini  de  termes,  offrent 
des  suites  que  les  géomètres  ont  souvent  considérées,  et  que  l'on 
;ipprend  à  sommer  dans  le  calcul  aux  différences  finies.  Telle  est,  en 
particulier,  la  suite  des  carrés  des  nombres  entiers;  telle  est  encore 
la  suite  des  cubes  ou,  plus  généralement,  la  suite  des  puissances 
entières  et  semblables  de  ces  mêmes  nombres. 

Mais,  entre  les  diverses  progressions,  celles  qui,  en  raison  des  pro- 
priétés dont  elles  jouissent,  méritent  surtout  d'être  remarquées,  sont 
les  progressions  géométriques  des  ordres  supérieurs  au  premier. 
Celles-ci  paraissent  tout  à  fait  propres  à  devenir  l'objet  d'une  nou- 
velle branche  d'analyse  dont  on  peut  apprécier  l'importance  et  se 
former  une  idée,  en  songeant  que  la  théorie  des  progressions  géomé- 
triques du  second  ordre  se  confond,  en  quelque  sorte,  avec  la  théorie 
des  factorielles  réciproques,  de  laquelle  se  déduisent  si  aisément  les 
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belles  propriétés  des  fonctions  elliptiques.  Ainsi  qu'on  le  verra  dans 
le  présent  Mémoire  et  dans  ceux:  qui  le  suivront,  les  formules  qui 
expriment  ces  belles  propriétés,  si  bien  développées  par  M.  Jacobi,  se 
trouvent  comprises  comme  cas  particuliers  dans  d'autres  formules  de 
même  nature,  mais  beaucoup  plus  générales,  que  je  crois  pouvoir 
offrir  avec  confiance  à  l'Académie  et  à  ceux  qu'intéressent  les  progrés 
de  l'Analyse  mathématique. 

Analyse. 

§  I.  —   Considérations  générales. 

Une  progression  arithmétique  n'est  autre  chose  qu'une  série  simple, 
dans  laquelle  le  terme  général  un,  correspondant  à  l'indice  n,  se  réduit 
à  une  fonction  linéaire  de  cet  indice,  en  sorte  qu'on  ait,  pour  toute 
valeur  entière,  positive,  nulle  ou  négative  de  //, 

(i)  n„  =  a  +  On, 

a  et  b  désignant  deux  constantes  déterminées. 

Pareillement,  une  progression  géométrique  n'est  autre  chose  qu'une 
série  simple,  dans  laquelle  le  terme  général  //„,  correspondant  à  l'in- 
dice n,  se  trouve  représenté  par  une  exponentielle  dont  l'exposant  se 
réduit  à  une  fonction  linéaire  de  cet  indice,  en  sorte  qu'on  ail,  pour 
toute  valeur  entière,  positive,  nulle  ou  négative  de  n, 

(2)  un  =  k«+»n, 

A,  a,  b  désignant  trois  constantes  déterminées.  Il  est  d'ailleurs  impor- 
tant d'observer  que,  sans  diminuer  la  généralité  de  la  valeur  de  //„ 
fournie  par  l'équation  (2),  on  peut  toujours  y  supposer  la  constante  A 
réduite  à  une  quantité  positive,  par  exemple  à  la  base 

e  =  2,7182818. . . 

des  logarithmes  népériens. 

En  étendant  et  généralisant  ces  définitions,  on  devra  naturellement 
appeler  progression  arithmétique  de  l'ordre  m  une  série  simple  donl 
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le  terme  général  un  sera  une  fonction  de  l'indice  n,  entière  et  du 


des'i'c  m. 


Pareillement,  il  parait  naturel  d'appeler  progression  géométrique  de 
l'ordre  m  une  série  simple  dans  laquelle  le  terme  général  un  se  trouve 
représenté  par  une  exponentielle  dont  l'exposant  se  réduit  à  une  fonc- 
tion de  l'indice  //,  entière  et  du  degré  m. 

Ces  définitions  étant  admises,  le  terme  général  un  d'une  progression 
arithmétique  de  l'ordre  m,  exprimé  en  fonction  de  l'indice  n,  sera  de 
la  forme 

(3)  "«=  «o+  «i"  -+-  a.2n--h  .  .  .+  am  ii'" , 

an,  aK,  a2,  ...,  am  étant  des  coefficients  constants,  c'est-à-dire  indé- 
pendants de  n. 

Au  contraire,  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  de 
l'ordre  m  sera  de  la  forme 

et,  par  conséquent,  il  aura  pour  logarithme  le  terme  général  d'une 
progression  arithmétique  de  l'ordre  m. 
Si,  pour  ahréger,  on  pose 

a-0  =  A%         -z-i  =  A">,  .  .  . ,         xn  —  Kan,, 

l'équation  (4)  donnera 

1  tj  j  ^ti  -~  "  ^"  o     î      ■*  *  *  *  m  * 

Donc  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  de  l'ordre  m 
peut  être  considéré  comme  équivalent  au  produit  de  m  bases  diverses 

**o»      ^"l>      *ï»       •  •  •  '      '"m* 

respectivement  élevées  à  des  puissances  dont  les  exposants 

i,      n,     n-,      ...,     n'" 

forment  une  progression  géométrique  du  premier  ordre,  dont  la  raison 
esl  précisément  le  nombre  //. 
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Si  au  coefficient  x0  on  substitue  la  lettre  k,  ef  aux  bases  xt,  x2, 
xa,  ...,  ccm-t,  xm  les  lettres  x,  y,  z,  . ..,  ç,  w,  alors  on  obtiendra, 
pour  le  terme  général  un  d'une  progression  géométrique  de  l'ordre  m, 
une  expression  de  la  forme 

(6)  un—  kxttyn%za\  .  .vnm~lwnm, 

et  le  terme  particulier  correspondant  à  l'indice  n  =  o  sera 

(  7  )  "o  =  k- 

Donc,  si  l'on  nomme  k  le  terme  spécial  qui,  dans  une  progression  géo- 
métrique, correspond  à  l'indice  zéro,  le  terme  général  correspondant 
à  l'indice  n  sera,  dans  une  progression  géométrique  du  premier  ordre, 

de  la  forme 

kxa; 

dans  une  progression  géométrique  du  deuxième  ordre,  de  la  forme 

kxnynî; 

dans  une  progression  géométrique  du  troisième  ordre,  de  la  forme 

kxnyn''zn\ 

etc. 

En  terminant  ce  paragraphe,  nous  observerons  que  toule  progres- 
sion arithmétique  ou  géométrique  peut  être  prolongée  indéfiniment 
ou  dans  un  seul  sens,  ou  e.n  deux  sens  opposés.  Si  un  représente  le 
terme  général  d'une  telle  progression,  celle-ci,  indéfiniment  pro- 
longée dans  un  seul  sens,  à  partir  du  ferme  //„,  sera  réduite  à  la  série 

«0,      «Il      "î>       ■  •  ■ 

ou  à  la  série 

La  même  progression,  indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens, 
sera 

.  .  .,        «_J,        «_J,        U0,       «|,        «2,         •  •  •  • 
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§11.   —  Sur  les  modules  et  sur  les  conditions  de  convergence 
des  progressions  géométriques  des  divers  ordres. 

Considérons  d'abord  une  progression  géométrique  de  l'ordre  m, 
dans  laquelle  le  terme  général  nn,  correspondant  à  l'indice  n,  soit  de 

la  forme 

un  -  A*"', 

A  désignant  une  quantité  réelle  et  positive,  et  n  une  quantité  entière 
positive,  nulle  ou  négative.  Si  l'on  suppose  cette  progression  prolongée 
indéfiniment  dans  un  seul  sens,  à  partir  du  terme  u0  =  i,  elle  se  trou- 
vera réduite  ou  à  la  série 

(0  i,     A,     A2m,    A3"',     ... 

ou  à  la  série 

(2)  i,     A'-')'",     A'-2'"",     A'-3»"',     .... 

Dans  le  premier  cas,  le. module  de  la  progression  sera  la  limite  vers 
laquelle  convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  du   nombre  n,  la 

quantité 

i 

(«»)-  =  A»"-'. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire,  le  module  de  la  progression  sera  la 
limite  vers  laquelle  convergera,  pour  des  valeurs  croissantes  du 
nombre  n,  la  quantité 

(«_„)"  =  A<-,>"'"m-'. 

Enfin,  si  l'on  suppose  la  progression  prolongée  indéfiniment  dans  les 
deux  sens,  on  obtiendra  la  série 

(3)  ...,     A<-3>"',     A<-9>",    A'-')'",     i,     A,     A»m,     A3"',     ..., 

dont  les  deux  modules  se  confondront,  l'un  avec  le  module  de  la 
série  (i),  l'autre  avec  le  module  de  la  série  (2).  D'ailleurs  ces  deux 
modules,  c'est-à-dire  les  limites  des  deux  expressions 

A""-',     Af-1»""'"'-' 
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se  réduiront  évidemment  :  i°  si  l'on  suppose  m  —  i,  aux  deux  quan- 
tités 

A    et    A-'; 

2°  si  l'on  suppose  m  impair,  mais  différent  de  l'unité,  aux  deux  quan- 
tités 

A«,    A—; 

3°  si  l'on  suppose  m  pair,  à  la  seule  quantité 

A". 
Ajoutons  que  l'on  aura  encore  :  i°  en  supposant  A  <<  i , 

A^^o,  A-îo  =  x; 

2°  en  supposant  A  >  i, 

A"  =  oo,         A-a°=o. 

Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  dans  quels  cas  les  séries  (i), 
(2),  (3)  seront  convergentes.  En  effet,  une  série  quelconque,  indéfi- 
niment prolongée  dans  un  seul  sens,  est  convergente  ou  divergente 
suivant  que  son  module  est  inférieur  ou  supérieur  à  l'unité.  De  plus. 
quand  la  série  se  prolonge  indéfiniment  en  deux  sens  opposés,  il  faut 
substituer  au  module  dont  il  s'agit  le  plus  grand  des  deux  modules, 
et  l'on  peut  affirmer  que  la  série  est  alors  convergente  ou  divergente, 
suivant  que  le  plus  grand  de  ses  deux  modules  est  inférieur  on  supé- 
rieur à  l'unité. 

Cela  posé,  on  déduira  évidemment  des  remarques  faites  ci-dessus 
les  propositions  suivantes  : 

Théorème  ï.  —   Soient  A  une  quantité  positive,  et  m  un  nombre  impaii 
quelconque,  la  progression  géométrique 

1,     A,     A*",     V",     ..., 

dont  le  module  est  A  ou  A",  sera  convergente  ou  divergente,  suivant  que 
la  base  A  sera  inférieure,  ou  supérieure  à  l'unité.  Au  contraire,  la  pro- 
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gression  géométrique 

i,     A-\     A-2'",     A-3"',     ..., 

dont  le  module  est  A-1  ou  A-*,  sera  convergente  ou  divergente,  suivant 
que  la  base  A  sera  supérieure  ou  inférieure  à  l'unité.  Quant  à  la  progres- 
sion 

...,     A-3"1,     A-2"1,     A-',     .,     A,     A2'",     A3'",     ..., 

qui  comprend  tous  les  termes  renfermés  dans  les  deux  premières  et  se  con- 
fond avec  la  série  (3),  elle  ne  sera  jamais  convergente,  attendu  que  ses 
deux  modules,  étant  inverses  l'un  de  l'autre,  ne  pourront  devenir  simul- 
tanément inférieurs  à  l'unité. 

Si  m  désigne  un  nombre  pair,  on  aura,  non  plus 

A(-">"'  =  A-""', 

mais 

hS-'l)m—  A"'". 

Donc  alors  la  série  (2)  ne  sera  plus  distincte  de  la  série  (1),  et  la 
série  (3),  réduite  à  la  forme 

...,      A     ,     A     ,     A,      1,     A,     A     ,     A     ,      •••, 

offrira  deux  modules  égaux  entre  eux.  Cela  posé,  on  pourra  évidem- 
ment énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soient  A  une  quantité  positive  et  m  un  nombre  pair 
quelconque.  La  progression  géométrique  qui  offrira  pour  terme  général 
A"'",  étant  prolongée  indéfiniment,  ou  dans  un  seul  sens,  ou  en  deux 
sens  opposés,  sera  toujours  convergente  si  l'on  a 

A<i, 

et  toujours  divergente  si  l'on  a 

A>.. 

Considérons  maintenant  une  progression  géométrique,  et  de 
l'ordre  m,  qui  ait  pour  terme  général  la  valeur  de  //„  déterminée  par 
l'équation 

(4)  «n=  kxn yn*z"'  .  .  .  v'l"~\v"'". 
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le  nombre  dos  variables 

■'•,    y,    z,     . . .,    v,    w 
étant  précisément  égal  ara.  Soient,  d'ailleurs, 

\,       ,\,       Z,        ...,       V,       w 

les  modules  de  ces  mêmes  variables,  et  k  le  module  du  coefficient  k. 
Si  l'on  nomme  u„  le  module  d<>  //„,  on  trouvera 

i  5  i  u„=k\" y"'-/."*. . .  v""'-'  w"'", 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(6)  uJ,  =  N»"> 

la  valeur  de  N  étant 

j_      i       j i  i 

N      k""'  \;'""' "'  y""'  V'"     ...  v"\v. 

D'autre  part,  la  progression  géométrique  que  l'on  considère,  étant 
prolongée  indéfiniment,  ou  dans  un  seul  sens,  ou  eh  deux  sens  oppo- 
sés, offrira  un  ou  deux  modules  représentés  chacun  par  l'une  des 
limites  vers   lesquelles  convergeront,  pour  (\c>  valeurs   croissantes 

de  n,  les  deux  expressions 

i  i 

m.,  i",     i  n  „  r. 

.Mais,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n,  la  valeur  de  N  déterminée  par 
la  formule  (  ;  ),  et  celle  qu'on  déduirait  de  la  même  formule  en  y  rem- 
plaçant n  par  —  n,  convergent  généralement  vers  la  limite  w.  Donc, 
eu  égard  à  la  formule  (6),  les  limites  des  expressions 

!  n,,  l",     l  n    „i" 
seront  généralement  les  mêmes  que  «elles  des  expressions 

En  partant  de  celle  remarque,  et  raisonnant  comme  dans  le  cas  où  le 

ORuvresdeC—  S.I,  t.  VIII.  •" 
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terme  général  de  la  progression  géométrique  se  réduisait  à 

A»"', 

on  établira  immédiatement  les  deux  propositions  suivantes  : 

Théorème  III.  —  Soit  m  un  nombre  impair  quelconque.  La  progression 
géométrique,  et  de  l'ordre  m,  qui  a  pour  terme  général  la  valeur  de  un  dé- 
terminée par  l'équation 

u„  =  k.r\y"'-z"' . . .  r"'"-'  (<•"'", 

étant  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  offrira  généralement 
deux  modules  inverses  l'un  de  l'autre,  et  sera  par  conséquent  divergente, 
à  moins  que  le  module  w  de  la  variable  w  ne  se  réduise  à  l'unité.  La 
même  progression,  prolongée  indéfiniment  dans  un  seul  sens  à  partir  du 
terme 

U0  =   /.', 

et  réduite  ainsi  à  l'une  des  séries 

(8)  k,     kxyz...vw,     kx2  y*  g8.  .  .  v2"l~'  iv*m,     kx\y9  :2: .  .  .  vr"~'  w%m,      ..., 

(9)  k,  kx-xyz-K..vw-\  kx2y'*z-\..v2'"-\v:"\  kx-*y*z-°-'...vyn-lw~1im,  ..., 

sera  convergente  si  le  module  du  dernier  des  facteurs  qui  renferme  le 
second  terme  reste  inférieur  à  l'unité.  En  conséquence,  w  étant  toujours 
le  module  de  la  variable  w,  la  série  (8)  sera  convergente  si  l'on  a 

w  <  1 , 

et  la  série  (9)  si  l'on  a 

w-1  <  1 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

w  >  1. 

Au  contraire,  la  série  (8)  sera  divergente  si  l'on  a 

w  >  1 . 

et  la  série  (9  )  si  l'on  a 

w  <  1 . 

IhéORÊME  IV.  Soit  m  un  nombre  pair  quelconque;  la  progression 
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géométrique,  et  de  l'ordre  m,  qui  a  pour  terme  général 

u„       I.  x"  v":"   .  .  .  r'°Hii'", 

■  étant  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  offrira  deux  modules 
égaux,  et  sera  convergente  ou  divergente  suivant  que  le  module  w  de  la 
variable  w  sera  inférieur  ou  supérieur  à  l'unité. 

Les  théorèmes  III  et  IV  supposent  que  le  module  w  de  la  variable  w 
diffère  de  l'unité.  Si  ce  même  module  se  réduisait  précisément  à  l'u- 
nité, alors,  pour  savoir  si  la  série  dont  u„  représente  le  ternie  général 
est  convergente  ou  divergente,  il  faudrait  recourir  à  la  considération 

(\v<.  modules 

V,       ...,      z,      \,      \ 

des  autres  variables,  ou  plutôt  à  la  considération  du  premier  d'entre 
ces  modules  qui  ne  se  réduirait  pas  à  l'unité.  En  suivant  cette  marche, 
on  établirait  généralement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  V.    —  Soit  m  un  nombre  entier  quelconque,  et  nommons 

\,     y,     /.,     \,     w 

les  modules  des  variables 

■  '  ,     /,     s,      ...,     v,      w. 

Enfin,  supposons  que  la  progression  géométrique,  et  de  l'ordre  m,  qui  a 

pour  terme  général 

ii„       kx11  y"' s»'  .  .  .  va'n  '  «<      , 

soit  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens.  Cette  progression  sa  a  con- 
vergente si.  parmi  les  modules 

w,     v,     ...,    /,    y,     \, 

te  premier  de  ceux  qui  ne  se  réduisent  pas  à  l'unité  reste  inférieur  à  l'u- 
nité et  correspond  à  une  variable  dont  l'exposant  dans  la  formule  '.  | 
soit  une  puissance  paire  de  n.  La  même  progression  sera  divergente  si 
l'une  de  ces  deux  conditions  n'est  pas  remplie. 
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Le  théorème  V  entraîne  immédiatement  la  proposition  suivante  : 

Théorème  VI.  —  Soit  m  un  nombre  impair  et  supérieur  à  l'unité.  La 
progression  géométrique,  et  d'ordre  impair,  qui  aura  pour  terme  général 

/,./"  yn'z'1' .  .  .  c"'""' ir"m, 

étant  indéfiniment  prolongée  dans  les  deux  sens,  sera  convergente  si  la 

dernière  des  variables 

x,    y,     z,     ...,     r,     w 

offre  un  module  w  =  i,  et  l' avant-dernière  v  un  module  v  inférieur  à 
l'unité. 

Il  suit  des  théorèmes  IV  et  V  que,  parmi  les  progressions  géomé- 
triques, celle  du  premier  ordre  est  la  seule  qui,  prolongée  indéfini- 
ment dans  les  deux  sens,  ne  puisse  jamais  être  convergente. 

§  lit.   —  Propriétés  remarquables  des  progressions  géométriques 

des  divers  ordres. 

Désignons  par  m  un  nombre  entier  quelconque,  et  considérons  une 
progression  géométrique  de  l'ordre  m,  dont  le  terme  général  //„  soit 
déterminé  par  la  formule 

(i  )  un=  /,.r"y""-z"\  .  .  r"'"~'«r"'". 

On  aura 


u0—/>-,         ttj  =  kxyz  . . .  v  w, 


et  par  suite 


(  2  )  —  =  xn y""- z""  .  .  .  c"'"' tr""'. 

"11 

u,  xyz  . . .  vw 

puis  on  tirera  de  la  dernière  équation 

(3)  îf«±!  =  \  ")'•"■  Z<>\  .  .  F«"-' H'""'. 
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les  nouvelles  variables  X,  Y,  Z,  ...,  V,  W  étant  liées  aux  variables 
x,  y,  z,  . . .  par  les  formules 

;   X  -  xy*z3.  . .  r"'-1  .r"', 

I  m  —  1  )  (  m      S         ///    m      I 

Y  =  yz\..v         ~       w      \      f 

lm  —  l)(m  —  t     m  —  31       »r    m  —1)1  pu      •> 

(4)  -z—  ~...<>~~      «         u~ 


2.3 


V  =  ni'"', 
I    W—w, 

dans  lesquelles  les  variables  ,r,  v,  3,  . . . ,  v,  w  se  trouvent  élevées  ;i  des 
puissances  dont  les  exposants  se  confondent  successivement  avec  [es 
nombres  figurés  des  divers  ordres.  Cela  posé,  on  conclura  des  ('•([ini- 
tions (2)  et  (3)  qu'il  suffit  de  remplacer  les  variables  x, y,  z,  . . . ,  v,  w 
par  les  variables  A',  Y,  Z V,  W,  pour  transformer  le  rapport 


en  une  fonction  nouvelle  équivalente  au  rapport 


Considérons  spécialement  le  cas  où  la  progression  géométrique  est 
convergente.  Alors,  de  l'observation  que  nous  venons  de  faire  el  des 
principes  établis  dans  la  séance  précédente,  on  déduira  immédiate- 
ment les  deux  théorèmes  dont  je  joins  ici  les  énoncés. 

Théorème  I.  —  Supposons  que  ta  série,  ou  plutôt  la  progression  géo- 
métrique 

.   .   .,         (I-  j,         II.    2,         «_,,  «„,         ",.         »...         Uj, 

dont  le  terme  général  un  est  déterminé  par  lu  formule  11).  reste  eo/ner- 
genle,  tandis  (pion  la  prolonge  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  et  soit 

Km  S—^r,    y,  Z,    .  .  .,   V,   n 
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la  somme  de  cette  même  progression,  en  sorte  qu'on  ait 

(  ;  i     f(  x,  y,  z,  ..  .,  v,  w)  =  ...  «_3  +  "-2  -+-«_!+  «o  -+-  "i  +  «i+«j+ 

Soient  encore  X,  Y,  Z,  . . .,  V,  W  de  nouvelles  variables  liées  aux  variables 

x,  y,  z,  . . . ,  v,  wpar  les  formules  (4)-  La  fonction  î(x,  y,  z,  . . . ,  v,  w) 
se  trouvera  reproduite  par  la  substitution  des  variables  nouvelles  X,  Y, 
Z,  . . . ,  V,  W  aux  variables  x,  y,  z,  ...,  v,  w  et  par  l'adjonction  du 
facteur 

—  =r  xyz. . .  vw 

au  résultat  de  cette  substitution,  et,  par  conséquent,  la  fonction 
((x,  y,  z,  . . . ,  v,  w)  vérifiera  l'équation  linéaire 

(8)  i{x,y,z,  ...,v,w)  =  xyz...vwî{X,  Y,  Z,  ...,  V,  W). 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème  I. 
la  factorielle  P  déterminée  par  l'équation 

(»)'=(-5)(-S)(I+S)-(I+^)(,+ë)(-!-S)- 

sera  encore  une  fonction  de  x,y,  z,  ...,  v,  w,  qui  se  trouvera  reproduite 
par  la  substitution  des  variables  X,  Y,  Z,  ...,  V,  W  aux  variables  x,  y, 
z,  . . . ,  v,  w  et  par  l adjonction  du  facteur 


«1 

-  =  xyz . .  .  vw 


au  résultat  de  cette  substitution.  Donc,  si,  pour  plus  de  commodité,  on 

désigne  par 

(io)  P       F(x,y,z,  .  ..,  v,w) 

la  râleur  de  P  que  fournit  l'équation  (3),  la  fonction  F(x,y,  z,  . . . ,  v,  w) 
dura  la  propriété  de  vérifier  l'équation  linéaire 

(u)  ¥{x,y,  z,  . . .,  v,  vo)  :=xyz.  .  .vw  F(  I ,  Y,  Z,  .     ,  V,  II  ). 
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£ l\  .       Nouvelles  formules  relatives  aux  progressions  géométriques  des  divers 
ordres  et  aux  fonctions  qui  se  reproduisent  par  substitution. 

Aux  formules  générales  établies  dans  le  paragraphe  précédent,  on 

peut  on  joindre  quelques  autres,  qui  méritent  encore  d'être  remar- 
quées; celles-ci  se  déduisent  immédiatement  de  plusieurs  nouveaux 
théorèmes  relatifs  aux  fonctions  qui  se  reproduisent  par  substitution. 
Ces  nouveaux  théorèmes  peuvent  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  I.  —  Concevons  que  l'indice  n  représente,  au  signe  prés,  un 

nombre  entier.  Soit,  de  plus, 

une  fonction  de  l' indice  n  et  des  variables  x,  y,  s,  ....  Enfin,  supposons 
que  les  diverses  râleurs  de  ua,  savoir 

■  ■  -,      u.  ,,      u    ,,      u_„  «0,      «,,      u,,      U3,      .... 

forment  une  série  convergente ,  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux 
sens.  Si,  en  substituant  aux  variables  x,  y,  z,  ...  d'autres  variables  X, 
}',  Z,  .  .  .  qui  soient  des-  fonctions  connues  et  déterminées  des  premières, 
on  transforme  généralement  un  en  un+l,  alors  la  somme 

s  — .  . .  u_.,  -h  m_,  +  «,+  «,+  u., ■+- . . . 

de  la  série  |  i  i  sera  une  fonction  de  x,  y,  :-,...  qui  se  trouvera  reproduite 
par  la  substitution  dont  il  s'agit. 

Démonstration.        En  effet,  désignons,  pour  plus  de  commodité,  par 
fl  x, y,  -,  ...  »  la  somme  s  de  la  série  l  i   .  On  aura,  non  seulement 

I'  x,y,  z lu,,, 

la  somme  qu'indique  le  m^iic  I  s'étendanl  à  toutes  les  valeurs  entières 

positives,  nulle  el  négatives  de  n,  mais  encore,  en  vérin  de  l'hypothèse 

admise, 

I     I,  V,  Z,  ...        2«n+1; 

et  comme,  évidemment,  -//    ,  ne  diffère  pas  de  -n,..  ou  trouvera  défi- 
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nitivement 

(3)  U.r,y,z,  ...)  =  f(.r,  Y,  Z,  ...)• 

Théorème  II.  —  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  la  factorielle  P  déterminée  par  l  équation 

(4)  P=-  •  •('  4-«-2)(i  4-  M_,)(H-«o)  (l  +«i)(l  -+-  iti).  ■  ■ 

sera  encore  une  fonction  de  x,  y,  z,  .  .  .  qui  se  trouvera  reproduite  par  la 
substitution  des  variables  X,  Y,  Z,  . . .  aux  variables  x,  y,  z 

Démonstration.  -  En  effet,  représentons,  pour  plus  de  commodité, 
par  V(x,y,  z, . . .)  la  factorielle  P.  L'équation  (4)  donnera 

l-(.r,y,z,  ...)=... (i  +  a_j)  (i-w/_,)(i4-  u0)(i;+«t)(i  +  ttt)...  ; 

puis  on  en  conclura,  en  remplaçant  x,  y,  z,  . . .  par  À',  Y,  Z,  .'. . , 

F(.T,  Y,  Z,  ...)=...(i+K-i)(i  +  «o)(i  +  «i)(i  +  «î)(i  +  «j).  . ., 
et  par  suite 

(5)  FO,/,*,  ...)=¥( A,  Y,Z,  ...). 

Supposons  maintenant  que  les  deux  modules  de  la  série  (r),  pro- 
longée indéfiniment  dans  les  deux  sens,  soient,  l'un  inférieur,  l'autre 
supérieur  à  l'unité,  de  sorte  que,  la  série  (i)  étant  divergente,  les 
deux  séries 

«0>        «1,        «S.        «31        ■■■, 


I 


"_,  u_ 


soient  l'une  et  l'autre  convergentes.  Alors,  à  la  place  du  théorème  II, 
on  obtiendra  évidemment  la  proposition  suivante  : 

l'iiKoniMi".  III.  Supposons  que  la  série  (  i  )  qui  a  pour  terme  général 
Un,  étant  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  les  deux  modules  de 
cette  série  qui  correspondent .  /'////  à  des  valeurs  positives ,  l'autre  à  des 
valeurs  négatives  de  l'indice  //,  soient,  le  premier  inférieur,  le  second  supé- 
rieur à  l'unité.  Si.  en  substituant  aux  variables  x,    y,   z,   ...   d'autres 
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variables  X,  Y,  Z,  ...  qui  soient  des  fondions  connues  des  premières,  on 
transforme  généralement  u„  en  un+l,  alors  la  facto  rie  lie  P  déterminée  par 
l'équation 

(6)       P=:-(,HJ^)(,+  iz) {l  +  "o)  (I  +  "i}  (l  +  Uî)-  ■  • 

sera  une  fonction  de  x,  y,  z,  ...  qui  se  trouvera  reproduite  par  la  substi- 
tution des  variables  X,  Y,  Z,  . . .  aux  variables  x,  y,  z,  . . .  et  par  l'ad- 
jonction du  facteur  un  au  résultat  de  cette  substitution  même. 

Démonstration.  —  En  effet,  représentons,  pour  plus  de  commodité, 
par  V(x,y,  s, . . .)  la  factorielle  P.  L'équation  (G)  donnera 

F(.r,  v,  z,  ...)=...  (i  -+-  ~-\  N  +  ^-J(H-«o)(l+«i)(l  -+-«,)•■-. 

puis  on  en  tirera,  en  remplaçant  x, y,  z,  . . .  par  X,  Y,  Z, 

lit,  r,z,  ...)=.  ..(i+  ^  ^i+  ±^(i+  «,)(!-+-  «0(1+  a,).. . 

et,  par  suite, 

(7)  F(*,7,s,  .  ..)  =  ««  F(. F,  r,z, ...). 

Considérons  maintenant  une  progression  géométrique,  el  de 
l'ordre  m,  dont  le  terme  général  u„,  correspondant  à  l'indice  //,  soit 
déterminé  par  une  équation  de  la  l'orme 

(S)  //„—  .IV"  z"'\  .  .r""'~'ir"'". 

On  tirera  de  cette  équation 

(9)  un+l=    1}"Z"  ...\""'-'W"\ 

les  valeurs  des  variables 

I.     Y,     Z,     ....     V,     W 

étant  liées  à  celles  dv>  variables 

x,    y,     z,     ....     c,     h' 

OEuvret  >t<-  C.  —  S.  I,  t.  VIII.  >>■ 
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par  les  formules 

X  =  xyz.  .  .  tir, 

Y  =  xy2zi.  .  .('"'-'(v"', 


(10) 


[  m  —  1  )  (  m  —  S  )      miw-li 

Z  =  xy3z6 .  .  .  v  w      2      , 


V  =  vwm, 
W—w. 

Cela  posé,  on  déduira  évidemment  des  théorèmes  1,  11,  III  les  propo- 
sitions suivantes  : 

Théorème   IV.    —   Supposons  que  la  progression  géométrique,  et  de 
l'ordre  m,  qui  a  pour  terme  général 


reste,  convergente  dans  le  cas  où  elle  est  indéfiniment  prolongée  dans  les 

deux  sens  ;  et  soit 

s  =  î(x,y,z,  .  .  .,  v,  w) 

la  somme  de  cette  projection  géométrique.  Alors,  en  nommant  X,  Y, 
/,  . . .  des  variables  nouvelles  liées  aux  variables  x,  y,  z-,  .  . .  par  lesfor- 
mules  (io),  on  aura 

(ii)  ((x,y,z,...,v,»-)  =  f(.Y,Y,Z F',  II). 

Thkoukme  V.  —   Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le  théorème 
précédent,  si  l'on  représente  par 

la  factorielle 

.  ..(i  +  U_ï)  (i  4-  W_i)(l  4-  M0)('  +«i)(l  +  «i)..., 

on  aura  encore 

('2)  V{.i;y,z,  ...,v,W)  =  F(jr,Y,Z,  ...,  I,  W). 

TbÉORÈME   VI.    —    Supposons  que  ht  progression   géométrique .    et   de 
l'ordre  m,  qui  a  pour  terme  général 
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étant  prolongée  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  les  deux  modules  de 
cette  progression  qui  correspondent,  l'un  à  des  valeurs  positives,  l'autre 
a  des  râleurs  négatives  de  n,  soient  le  premier  inférieur,  le  second  supé- 
rieur à  l'unité.  Alors,  en  nommant  X,  Y,  Z,  ...  des  variables  nouvelles 
liées  aux  variables  x,  y,  s,  . . .  par  les  formules  (10),  et  en  désigna/)!  par 
Y(x,y,  s c,  ir )  la  factorielle 

-^)('  +  ^)(' +  «•>(' +  ''•>(« +  ««>•■■. 


on  trouvera 


F(.r,  y,  :■,...,  v,  w)  =  «0  F(A\  Y,  Z,  ...,  V,  W). 


Dans  le  cas  particulier  où  les  progressions  que  l'on  considère  sont 
du  second  ordre,  les  divers  théorèmes  que  nous  venons  d'énoncer, 
joints  aux  propositions  fondamentales  du  calcul  des  résidus,  four- 
nissent le  moyen  d'établir  un  grand  nombre  de  formules  dignes  de 
remarque,  et  relatives  aux  factorielles  réciproques,  ou,  ce  qui  revient 
;iii  même,  aux  fonctions  elliptiques.  Si  l'on  suppose,  au  contraire, 
qu'il  s'agisse  de  progressions  géométriques  d'un  ordre  supérieur  au 
second,  alors,  à  la  place  des  formules  qui  se  rapportent  à  la  théorie 
des  factorielles  réciproques,  on  obtiendra  des  formules  plus  générales 
que  je  développerai  dans  d'autres  .Mémoires. 


273. 

Arithmétique.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Guy,  capitaine  d'artillerie 
et  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 

C.  R..  T.  XX.  p.  <»;  (i 3  janvier  i845  , 

L'Académie  nous  a  chargés,  M.  Binet  et  moi,  de  lin  pendre  compte 
d'un  Mémoire  présenté  par  M.  le  capitaine  Guy,  et  relatif  à  une  ques- 
tion d'Arithmétique.  Pour  faire  bien  comprendre  ce  qu'il  y  ;i  de  non- 
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veau  dans  les  résultats  obtenus  par  l'auteur  du  Mémoire,  il  nous  parait 
utile  d'entrer  ici  dans  quelques  détails. 

Les  diverses  opérations  de  l'Arithmétique  peuvent  être  appliquées, 
ou  à  la  détermination  exacte,  ou  seulement  il  la  détermination  approxi- 
mative des  quantités  inconnues.  Ainsi,  par  exemple,  la  multiplication 
et  la  division  arithmétiques  peuvent  avoir  pour  objet  la  recherche  des 
valeurs  ou  exactes  ou  approchées  du  produit  ou  du  rapport  de  deux 
nombres  donnés  en  chiffres.  Lorsqu'il  s'agit  de  calculer  les  valeurs 
exactes,  les  procédés  connus  résolvent  complètement  la  question.  On 
a  aussi  donné  les  moyens  de  calculer  les  valeurs  approchées;  mais  les 
règles  qu'on  a  énoncées  à  ce  sujet  dans  les  Traités  d'Arithmétique 
étaient  demeurées  incomplètes,  ainsi  que  nous  allons  l'expliquer. 

Le  produit  de  deux  nombres  peut  être  considéré  comme  formé  par 
l'addition  des  produits  partiels  qu'on  obtient  en  multipliant  les  divers 
chiffres  du  multiplicande  par  les  divers  chiffres  du  multiplicateur. 
D'ailleurs,  ces  produits  partiels  sont  de  divers  ordres,  suivant  qu'ils 
représentent  des  unités,  des  dizaines,  des  centaines  ou  des  dixièmes, 
des  centièmes,  etc.,  et  leur  somme  totale  peut  être  considérée  elle- 
même  comme  formée  par  l'addition  de  sommes  partielles,  dont  cha- 
cune comprendrait  tous  les  produits  de  même  ordre.  Cela  posé,  con- 
cevons qu'il  s'agisse  de  calculer  seulement  une  valeur  approximative 
du  produit  de  deux  nombres.  Il  est  clair  qu'on  pourra  se  contenter  de 
calculer  quelques-unes  des  sommes  partielles,  en  rejetant  toutes  celles 
qui  se  composent  de  produits  dont  l'ordre  est  inférieur  à  une  certaine 
limite.  Or,  de  cette  limite  dépend  l'erreur  commise.  Dans  la  séance  du 
23  novembre  1840,  l'un  de  nous  a  indiqué  le  moyen  de  mesurer  cette 
erreur,  dont  la  connaissance  permet  de  résoudre  le  problème  qui  con- 
siste à  calculer  le  produit  de  deux  nombres  avec  un  degré  d'approxi- 
mation donné. 

Lorsque  l'on  connaît,  a  priori,  non  plus  les  deux  facteurs,  mais 
l'un  d'entre  eux  et  le  produit,  et  qu'il  s'agit  de  calculer  l'autre  fac- 
teur, l'opération  à  effectuer  est  une  division,  le  dividende  n'étant 
autre  chose  que  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient.  D'ailleurs, 
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pour  déterminer  le  quotient  à  l'aide  de  la  règle  généralement  connue, 
on  détermine  ses  divers  chiffres  par  des  opérations  successives,  et 
l'on  retranche  du  dividende,  après  chaque  opération  nouvelle,  le  pro- 
duit du  chiffre  trouvé  par  le  diviseur  tout  entier  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  la  somme  partielle  des  produits  des  divers  ordres  qu'on 
obtiendrait  en  multipliant  le  chiffre  trouvé  par  les  divers  chiffres  du 
diviseur.  On  obtiendra,  non  plus  la  valeur  exacte,  mais  seulement  la 
valeur  approchée  du  quotient  cherché,  si,  dans  chaque  somme  par- 
tielle, on  néglige  tons  les  produits  partiels  dont  l'ordre  est  inférieur 
à  une  certaine  limite,  ou  bien  encore  si  l'on  tient  compte  uniquement 
des  produits  dont  l'ordre  surpasse  une  certaine  limite  et  des  reports 
qui  proviennent  des  produits  de  l'ordre  immédiatement  inférieur  à  la 
limite  dont  il  s'ay;it.  La  détermination  de  l'erreur  commise  dans  le 
premier  cas  pourrait  se  déduire  immédiatement  de  ce  qui  a  été  dit, 
dans  la  séance  du  23  novembre  i8fo,  sur  l'erreur  qui  affecte  la  valeur 
approchée  d'un  produit.  3  F  a  i  s  cette  remarque  n'avait  point  encore  été 
laite;  et,  quant  à  l'erreur  commise  dans  le  second  cas,  elle  n'avait 
encore  été  estimée,  du  moins  à  notre  connaissance,  que  d'une  ma- 
nière inexacte.  Les  auteurs  de  Traités  d'Arithmétique  avaient  sup- 
posé, à  tort,  que  la  partie  de  cette  erreur  due  à  chaque  soustraction 
ne  surpasse  pas  une  unité  de  l'ordre  auquel  on  s'arrête.  M.  le  capi- 
taine Guy  rectifie  cette  assertion,  et  prouve  très  bien  que  la  limite  i 
doit  être  remplacée  par  la  limite  2.  D'ailleurs,  l'appréciation  de  l'er- 
reur qui  peut  affecter  chaque  dividende  partiel  dans  la  division  ap- 
proximative conduit  immédiatement,  comme  railleur  du  .Mémoire  l'a 
remarqué,  à  la  règle  que  l'on  devra  suivre  si  l'on  veut  obtenir  le  quo- 
tient <le  deux  nombres  avec  un  degré  d'approximation  déterminé. 

Nous  ajouterons  que,  à  la  limite  :>.  ci-dessus  rappelée,  on  peut  sub- 
stituer, avec  avantage,  la  limite  plus  basse  i,8,  qui  se  trouve  elle- 
même  indiquée  par  l'auteur  du  Mémoire. 

En  résumé,  les  Commissaires  pensent  que  l'auteur  dn  .Mémoire 
soumis  à  leur  examen,  en  rectifiant  une  erreur  qui  n'avait  point  été 
aperçue,  et  en  traçant  avec  sagacité  la  marche  que  l'on  doit  suivre. 
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dans  la  division  approximative,  pour  obtenir  le  quotient  de  deux 
nombres  avec  un  degré  d'approximation  déterminé,  a  ainsi  apporté 
un  perfectionnement  utile  à  une  opération  usuelle  de  l'Arithmétique. 
lis  proposent,  en  conséquence,  à  l'Académie  d'accorder  son  approba- 
tion au  Mémoire  de  M.  le  capitaine  Guy. 


274. 

Analyse  mathématique.   —   Note  sur  diverses  conséquences  du  théorème 
relatif  aux  valeurs  moyennes  des  fondions. 

C.  R.,  T.  XX,  p.  119  (-20  janvier  i845). 

Considérons  d'abord  une  fonction  d'une  seule  variable  ce,  et  suppo- 
sons que,  en  attribuant  au  module  de  cette  variable  une  valeur  déter- 
minée, on  prenne  successivement  pour  argument  les  divers  multiples 
d'un  arc  représenté  par  le  rapport  de  la  circonférence  à  un  nombre 
entier  n.  Aux  n  valeurs  distinctes  de  la  variable  ce,  ainsi  obtenues, 
correspondront  n  valeurs  de  la  fonction  elle-même,  et  la  moyenne 
arithmétique  entre  ces  dernières  convergera,  pour  des  valeurs  crois- 
santes de  n,  vers  une  limite  représentée  par  une  certaine  intégrale 
définie.  Cette  limite  est  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  pour  le  module 
donné  de  la  variable  x. 

Cela  posé,  le  théorème  relatif  aux  valeurs  moyennes  des  fonctions 
d'une  seule  variable  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Théorème  1.  —  Si  une  fonction  de  la  variable  x  reste,  avec  sa  dérivée , 
fonction  continue  du  module  et  de  l'argument  de  la  variable,  pour  toute 
valeur  de  ce  module  comprise  entre  deux  limites  données,  lu  valeur 
moyenne  de  la  fonction  sera,  entre  ces  limites,  indépendante  de  la  valeur  r 
attribuée  au  module  de  la  variable. 

Il  y  a  plus  :  en  s'appuyanl  sur  la  théorie  des  intégrales  singulières, 
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on  prouvera  aisément  qu'on  peut  étendre  le  théorème  I  au  cas  même 

OÙ  la  fonction  dérivée  devient  infinie  ou  discontinue  pour  certaines 
valeurs  de  la  variable  et  pour  des  valeurs  du  module  comprises  entre 
les  deux  limites  données.  A  la  vérité,  pour  l'exactitude  de  la  démon- 
stration, il  convient  de  supposer  que  le  nombre  de  ces  valeurs  reste 
fini.  Mais  celle  dernière  condition  se  trouve  généralement  remplie: 
et,  d'ailleurs,  pour  prévenir  toute  objection,  nous  supposerons  que, 
dans  les  théorèmes  suivants,  il  s'agit  uniquement  de  fonctions  dont 
les  dérivées  ne  deviennent  pas  infinies  ou  discontinues  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  la  variable  x. 

En  ayant  égard  à  la  remarque  précédente,  et  observant  qu'une  fonc- 
tion continue  de  la  variable  a;  est  tout  simplement  une  fonction  con- 
tinue du  module  et  de  l'argument  de  cette  variable,  on  déduira  géné- 
ralement du  théorème  I  la  proposition  relative  au  développement  des 
fonctions,  suivant  les  puissances  entières  des  variables,  c'est-à-dire 
un  second  théorème  dont  voici  l'énoncé  : 

Théorème  II.  —  Si  une  fonction  de  la  variable  x  reste  continue  entre 
certaines  limites  du  module  de  cette  variable,  elle  sera,  entre  ces  limites, 
générale  nient  développable  en  une  série  convergente  ordonnée  suivant  les 
I nnssa nées  entières  de  x. 

Il  importe  de  rappeler  ici  que  le  terme  indépendant  de  la  variable  a;, 
dans  le  développement  d'une  fonction  de  cette  variable,  sera,  comme 
je  l'ai  remarqué  dans  la  séance  du  23  juillet  [843,  la  valeur  moyenne 
de  la  fonction,  correspondante  à  un  module  de  x  pour  lequel  le  déve- 
loppement peut  s'effectuer.  Pareillement,  le  coefficient  d'une  puis- 
sance entière,  positive  ou  négative  de  x,  dans  le  même  développement, 
sera  la  moyenne  du  quotient  qu'on  obtient  en  divisant  la  fonction 
parcelle  puissance.  On  peut  donc  énoncer  encore  la  proposition  sui- 
vante : 

l'ili'.oiiKMK  III.  —  Si  une  fonction  de  la  variable  x  reste  continue  entre 
certaines  limites  du  module  de  cette  variable,  elle  sera,  entre  ces  limites, 
généralement  développable  en  une  série  convergente,  dont  chaque  termt 
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sera  le  produit  d' une  puissance  entière  positive,  nulle  ou  négative,  de  oc, 
par  la  valeur  moyenne  du  rapport  de  la  fonction  à  la  même  puissance, 
cette  râleur  moyenne  étant  calculée  pour  un  module  de  x  compris  entre 
les  limites  données. 

Il  suit  du  théorème  précédent  que  la  valeur  générale  d'une  fonction 
de  x  qui  demeure  continue  entre  deux  limites  données  du  module  de 
la  variable  x  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît  la  valeur 
particulière  que  prend  cette  même  fonction  pour  une  valeur  particu- 
lière du  module  de  x,  l'argument  de  x  restant  d'ailleurs  arbitraire. 
Donc,  par  suite,  deux  fonctions  de  x  qui  resteront  continues  entre 
deux  limites  données  du  module  de  x  seront  constamment  égales 
entre  elles  si  elles  deviennent  égales  pour  une  valeur  particulière  de 
ce  module  comprise  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  D'ailleurs,  rien 
n'empêchera  de  supposer  que  la  seconde  des  deux  fonctions  se  réduit 
ii  zéro.  Dans  tous  les  cas,  on  se  trouvera  immédiatement  conduit, 
par  l'observation  qu'on  vient  de  faire,  à  un  nouveau  théorème  dont 
voici  l'énoncé  : 

Théorème  IV.  —  Une  équation  dont  les  deux  membres  sont  des  fonc- 
tions de  la  variable  x,  qui  restent  continues  entre  deux  limites  données  du 
module  de  celle  variable,  se  vérifiera  toujours  entre  ces  limites  si  elle  se 
vérifie  pour  une  seule  valeur  du  module  comprise  entre  les  limites  dont  il 
s'agit. 

Ce  dernier  théorème  a  des  rapports  intimes  avec  une  proposition 
de  M.  Cellerier,  rappelée  dans  la  séance  du  29  janvier  i844»  et  relative 
à  une  fonction  de  x  qui  s'évanouit  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  la 
variable.  J'ajouterai  que  l'auteur  m'a  dit  un  jour  être  parvenu  à  rendre 
son  théorème  plus  général  en  considérant,  je  crois,  le  cas  où  la  fonc- 
tion de  x  s'évanouit,  non  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  r,  mais 
seulement  pour  celles  qui  ne  dépassent  pas  certaines  limites. 

Observons  maintenant  que  les  divers  théorèmes  ci-dessus  énoncés 
peuvent  être  facilement  étendus  au   cas  où  il  s'agit   de  fonctions  de 
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plusieurs  variables  x,  y,  ^ Alors  ou  obtient,  par  exemple,  à  la 

place  du  théorème  IV.  la  proposition  suivante  : 

Théorème  Y.   -  -  Une  équation  dont  les  deux  membres  sont  des  fonctions 
de  x,  y,  :■,...,  qui  restent  continues  entre  des  /imites  données  des  modules 

(ler>  7»  s S('  vérifiera  toujours,  entre  ces  limites,  si  elle  se  vérifie 

pour  un  seul  système  de  valeurs- particulières  de  ces  mêmes  modules,  com- 
prises entre  les  limites  dont  il  s'agit. 

Observons  encre  que  le  second  membre  de  l'équation  mentionnée 

dans  le  théorème  Y  pourrait  être  la  somme  d'unv  série  convergente, 
et  qu'une  telle  série  restera  effectivement  fonction  continue  de  x,y, 
z,  ...  pour  tous  les  modules  de  x,  y,  z,  ...  compris  entre  certaines 
limites,  si,  pour  de  tels  modules,  la  série,  toujours  convergente,  se 
compose  de  termes  dont  chacun  soit  représenté  par  une  fonction  con- 
tinue de  ,r,  y,  z 

ANALYSE. 

Soil 

une  variable  imaginaire  dont  représente  le  module  et p  l'argument. 
Soit,  de  plus,  vs(x)  une  fonction  de  cette  variable  <|ni  reste,  avec  sa 
dérivée,  fonction  continue  de  -v,  c'est-à-dire  fonction  continue  de  r  et 
de  p.  entre  deux  limites  données  du  module  «le  /•,  savoir,  depuis 
r  r„  jusqu'à  /•  H.  La  fonction  IIiY>  de  /•,  déterminée  par  l'équa- 
tion 

U(r)         '_  f  ci  V)dp, 


sera  ce  que  nous  appelons  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  vs(x)\  et 
cette  valeur  moyenne  restera  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  r 
comprises  entre  les  limites  /■„.  1{  (voir  la  9e  livraison  des  Exercices 
d'Analyse  et  fie  Physique  mathématique)  <  '  >;  de  sorte  que,  en  suppo- 


(')  Œuvres  de  («min,  S.  II.  T.  XI. 

<>h  m  r<  •  ./,   (  S.  I,  t.  VIII. 
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saut  r„</-<  R,  on  aura 

n(r0)=H(r)=n(R). 
Si,  pour  abréger,  on  pose 

q  désignant  un   nouvel  argument  que  nous  substituerons  à  l'argu- 
ment/?, la  formule  (i)  entraînera  les  suivantes  : 

II(/-0)  =  -i-  /     rs{y)dq, 

,  -  —  it 

ÏÏ(R)=  —   f    rs(z)dq; 
et,  par  suite,  l'équation 

n(R)  =  n(r0) 

pourra  être  présentée  sous  la  forme 

(3,  ±f\(Z)dq  =  ^f\(y)dq. 

Concevons  maintenant  que  l'on  prenne 

î(z)-f(.T) 


w(z)  ■=  z 


■  r 


f(;r)  désignant  une  fonction  de  x  qui  reste,  avec  sa  dérivée,  continue 
par  rapport  à  x,  depuis  la  limite  r  =  r0  jusqu'à  la  limite  r  R.  L'é- 
quation (3)  donnera 

i,i  /      z  —  dq=  —   /      ;-  -^-!-  dq. 

D'ailleurs  le  module  r  de  x  étant,  par  hypothèse,  supérieur  au  mo- 
dule r0  <\(\y,  mais  inférieur  au  module  R  de  z,  on  aura 

(5)       ■  y      ——  yx~x    -  y-x--    -...,         — —  =  i  +  z~l  x  -t-  ;"!j!  + 

y      >■  z  —  x 


EXT  H  UT  V  -m.  H9 

et  l'on  en  conclura 


I       — — -  an  —  o,  —    /       an  —  i . 

■>.-.'    _.)--.'  •■!-.' __.:         ' 

Donc  l'équation  |  'i  )  pourra  être  réduite  à 

(6,  f,,        ^f  /  r<   :.,„,-  ^f\>  Jir)dq. 

^  —  TZ  u  —  71  « 

De  cette  dernière  formule,  jointe  aux  équations  (5  ),  on  tire  immé- 
diatement 

f  ./  i     :.  .  .  A_, x-'1 -\-  k-xx~x  +  A„-(-  A,.r  -+-  A2.r'2  +  .  .  .  , 

la  valeur  de  A,,  étant  déterminée,  pour  une  valeur  nulle  ou  positive 
de  //,  par  la  formule 

et,  pour  une  valeur  négative  de  n,  par  la  formule 

.     r* 

A„  ■.--  —   /      y-nî(y)dq. 

•  T. 

.Mais,  si  l'on  remplace  rs(cc)  par  x"ï(x)  dans  l'équation  (i),  la  for- 
mule (  2  )  donnera 

y-n  {(y)  dq  =  -  -  I     x   *{(x)dp  =    —   j      s-"f(z)dq. 

—  7T  "  *     —  71  "'**— 71 

Donc,  aux  équations  <  8  )  et  (9),  on  pourra  substituer  la  seule  formule 

/vu 
./■   "  f|  /■  1  dp. 

Ajoutons  :  i"  que  l'on  arriverail  directement  a  celle  dernière,  en  inté- 
granl  par  rapport  à  l'argument  />,  entre  les  limites  p  -  -,  p  -, 
les  deux  membres  de  l'équation  (7)  multipliés  par  x  ";  2"  que  des 
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équations  (7)  et  (11),  jointes  à  la  formule  (10)  ou  (2),  on  peut  revenir 
à  l'équation  (6). 

En  vertu  de  la  formule  (7),  la  fonction  f(x)  qui,  par  hypothèse, 
reste,  avec  sa  dérivée,  continue  par  rapport  à  la  variable  x,  entre  deux 
limites  données  du  module  /■  de  cette  variable,  savoir,  depuis  la  limite 
/•  =  r0  jusqu'à  la  limite  r  =  R,  sera  développable,  pour  toute  valeur  de 
/•comprise  entre  ces  limites,  en  une  série  convergente  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  x.  Cette  proposition  est  précisément 
le  théorème  général  sur  la  convergence  des  séries,  que  j'avais  établi 
pour  le  cas  où  les  puissances  de  x  comprises  dans  les  divers  termes 
du  développement  sont  toutes  positives,  et  que  M.  Laurent  a  étendu 
au  cas  où  ces  puissances  sont,  les  unes  positives,  les  autres  néga- 
tives. 

En  vertu  de  la  formule  (1 1),  dans  laquelle  le  module  r  de  x  devient 
constant,  la  valeur  de  A„,  c'est-à-dire  le  coefficient  de  a?"  dans  le  déve- 
loppement de  la  fonction  f(a?),  n'est  autre  chose  que  la  valeur  moyenne 

du  rapport 

î{x) 

correspondante  à  une  valeur  particulière  du  module  r. 

Donc,  par  suite,  une  fonction  f(x)  qui  reste,  avec  sa  dérivée,  fonc- 
tion continue  de  la  variable  x,  entre  deux  limites  données  r0,  R  du 
module  /•  de  cette  variable,  quel  que  soit  d'ailleurs  l'argument//,  se 
trouve  complètement  déterminée  quand  on  connaît  les  valeurs  par- 
ticulières qu'elle  acquiert  pour  une  valeur  particulière  du  module  r 
comprise  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  Donc  aussi  deux  fonctions 

f(jc),     F(ar), 

dont  chacune  reste  avec  sa  dérivée  fonction  continue  de  la  variable  x, 
entre  deux  limites  données  du  module  de  cette  variable,  seront  tou- 
jours égales,  entre  ces  limites,  si  elles  deviennent  égales  pour  une 
valeur  particulière  du  module  /■. 

Ajoutons  encore  que,   suivant  une  remarque  déjà  faite,  la  théorie 
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des  intégrales  définies  singulières  nous  autorise  à  omettre  générale- 
ment dans  les  propositions  ci-dessus  énoncées  les  conditions  relatives 
à  la  dérivée  de  f\.r).  On  se  trouve  ainsi  conduit  aux  théorèmes  II, 
III,  IV;  puis,  en  étendant  ces  mêmes  théorèmes  au  cas  où  l'on  consi- 
dère plusieurs  variables,  on  établit  sans  difficulté  des  propositions 
analogues  entre  lesquelles  on  doit  distinguer  le  théorème  Y. 

En  terminant  cette  Note,  j'observerai  qu'on  peut  aisément  déduire 
de  la  formule  (8)  ou  (9)  une  limite  supérieure  au  module  de  A,,, 
c'est-à-dire  au  module  du  coefficient  de  .r",  dans  le  développement 
def(». 

En  effet,  soient 

$    et    % 

les  pins  grands  modules  que  puissent  acquérir  les  fonctions 

pour  des  valeurs  réelles  de  l'angle  q.  On  tirera  de  la  formule  (9) 

mod.A„-  :rt/'  s 

et  de  la  formule  (8) 

mod.A„<R-"£. 

Cela  posé,  on  conclura  évidemment  de  la  formule  (7)  que  le  dévelop- 
pement de  f(  x  )  suivant  les  puissances  entières  de  .r  se  compose  de  termes 
dont  les  modules  sont  respectivement  inférieurs  aux  modules  des  termes 
correspondants  du  développement  de  la  fonction 

-        I!         -5      ''"      • 
K       X  /  \    -  x 

qui  se  réduit  simplement  ;i 

(i3) 


i; 


dans  le  cas  particulier  où  l'on  suppose  r0  =  o. 

Si  d'ailleurs  on  nomme  s  le  pins  grand  module  que  la  fonction  f<  x) 
puisse  acquérir  [tour  un  moduler  de  a; ,  renfermé  entre  les  limites/;,.  \\. 
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on  pourra  sans  inconvénient  remplacer,  dans  l'expression  (12),  les 
modules .J  et  &  par  le  module  s  qui  sera  supérieur  ou  au  moins  égal  à 
chacun  des  deux  autres.  Donc  le  développement  de  f(x)  se  composera  de 
termes  dont  les  modules  seront  inférieurs  aux  modules  des  termes  corres- 
pondants du  développement  de  la  fonction 

(iA)  s(      R  r"     ^  —  "        (R  —  rn)x 


R  —  x        /■„  —  x  /  (  R       x  ){x  —  /(l  1 

Les  propositions  que  nous  venons  d'énoncer  peuvent  être  étendues 
avec  la  plus  grande  facilité  au  cas  où  l'on  considère  des  fonctions  de 
plusieurs  variables.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'elles  fournissent  le 
moyen  de  calculer  les  limites  des  erreurs  que  l'on  commet  quand  on 
néglige,  dans  les  développements  des  fonctions  en  séries  ordonnées 
suivant  les  puissances  entières  des  variables,  les  termes  dont  les  expo- 
sants surpassent,  en  valeurs  numériques,  des  nombres  entiers  donnés. 


275. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  la  convergence  de  la  série  partielle 
(pu  a  pour  termes  les  divers  coefficients  d'une  même  puissance  d'une 
seule  variable,  dans  une  série  multiple. 

C.  R.,  T.  XX,  p.  126  (  20  janvier  18  jj). 

Lorsqu'une  fonction  de  plusieurs  variables  x, y,  z,  . . .  est  dévelop- 
pable  en  série  convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes des  variables  x,  y,  z,  . . .  pour  tous  les  modules  de  ces  variables 
compris  entre  certaines  limites,  les  coefficients  d'une  puissance  quel- 
conque de  la  première  variable  .r,  dans  le  développement  ainsi  obtenu, 
forment  une  nouvelle  série  qui  demeure  généralement  convergente 
entre  de  nouvelles  limites  des  modules  des  variables  restantes  y,  z, .... 
Ce  fait  m'a  paru  d'autant  plus  digne  de  l'attention  des  géomètres,  qu'il 
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est  possible,  comme  on  le  verra  dans  ce  Mémoire,  d'établir,  pour  la 
détermination  des  nouvelles  limites  des  modules  de  j,  s,  ...,  des 
théorèmes  généraux  qui  permettent  de  résoudre  des  questions  impor- 
tantes d'Analyse  mathématique.  Ainsi,  en  particulier,  ces  théorèmes 
s'appliquent  sans  difficulté  à  la  recherche  des  conditions  qui  doivent 
être  remplies  pour  que  l'on  soit  assuré  de  la  convergence  des  séries 
simples  ou  doubles  comprises  dans  les  nouvelles  formules  générales 
que  j'ai  précédemment  données  pour  le  développement  des  fonctions; 
et,  par  conséquent,  ils  peuvent  être  très  utilement  employés  dans  la 
parlie  de  l'Astronomie  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  mouve- 
ments planétaires. 

Analyse. 

§  I.   —  Considérations  générales. 

Soit 

x  —  reP  *f-~l 

une  variable  imaginaire  dont  r  représente  le  module  et  /;  l'argument. 

Soit  encore 

F(x) 

une  fonction  de  cette  variable,  qui  reste  continue  par  rapport  à  x,  du 
moins  tant  que  le  module  de  x  reste  compris  entre  certaines  limites. 
La  fonction  V(x)  sera,  sous  cette  condition,  développable  en  une  série 
convergente  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle 
et  négatives  de  x  ;  cl  si  l'on  nomme  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le 
développement  de  F(.ri,  on  aura 


i 


\  /      .r    "  Fl  V    dp. 


Supposons    maintenant   que  la  l'onction    F(x)   se  décompose  en 

deux  facteurs  représentés  l'un  par  a(x),  l'autre  par  f<  v.  --,  ...t. 
les  lettres  y,  s,  ...  désignant  elles-mêmes  des  fonctions  déterminées 
de  la  variable  .r.  L'équation 

F(.i        m{x)  I'  v,  z, . . 
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entraînera  la  suivante 

(2)  A„       —   I     .r-»m(.r)((y,:.,  ...)dp, 

et  il  suffira  de  développer  la  fonction 

en  une  série  multiple  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  y, 
;,  . . .,  pour  que  la  valeur  de  A„  fournie  par  l'équation  (2)  se  trouve 
elle-même  développée  en  une  série  de  termes  proportionnels  à  des 
intégrales  de  la  forme 


1    ru 

-   /     ./■-"  y'";-"1  .  .  .tsj(x)  >//>. 


Mais  le  développement  du  coefficient  A„  ne  pourra  servir  à  en  déter- 
miner la  valeur  qu'autant  qu'il  sera  convergent.  Cette  simple  observa- 
tion doit  nous  engager  à  rechercher  dans  quels  cas  la  série  obtenue 
sera  convergente.  Or  on  peut  établir  à  ce  sujet  quelques  théorèmes 
qui  nous  seront  fort  utiles,  et  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  d'abord  que  la  fonction  î(y,z,  ...)  s»1  réduise  à  i'(y), 
y  étant  lui-même  fonction  de  x.  Supposons  encore  que  f(  y)  reste 
fonction  continue  de  y,  pour  tout  module  de  y  qui  ne  dépasse  pas  la 
limite  inférieure  y0  ou  la  limite  supérieure  y.  Enfin,  soit  s  la  plus 
grande  valeur  que  puisse  acquérir  le  module  de  \'(  y),  pour  un  module 
de  y  compris  entre  les  limites  dont  il  s'agit.  Par  des  raisonnements 
semblables  à  «eux  que  nous  avons  employés  dans  la  Note  précédente 
i  p.  r\2] ,  \-ii),  on  prouvera  que  les  divers  termes  du  développement 

de  l'(  y)  offrenl  des  modules  respective rit  inférieurs  aux  modules 

des  termes  correspondants  du  développement  du  produit 


èl     y 


>     y     yo    .»■ 

Par  suite  aussi,  les  divers  termes  du  développement  du  coefficient  A,,, 
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déterminé  par  la  formule 

(3)  A«=^  f  x-»M*)Ky)dp, 

oflriront  des  modules  inférieurs  aux  modules  des  termes  correspon- 
dants du  développement  qu'on  obtiendra  pour  l'intégrale 

(4)  —  f*ar-*(-l h—\m{x)dp, 

2*J-n      \y-.r     y-o-rj  ' 

en  développant  la  fonction  sous  le  signe  /  suivant  les  puissance 
entières  de  y.  Donc  le  développement  de  A„  sera  convergent  en 
même  temps  que  la  série  modulaire  correspondante  au  développe- 
ment de  l'expression  (  4  ),  ou  même  de  l'intégrale 

(5)  —   f  ar-(-Z ^—)w{x)dp. 

™J-%      \.y— j     y  t— y) 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  x  =  re1'^1  une  variable  imaginaire  dont  p  désigne 
l'argument.  Soit  encore  F(a?)  une  fonction  de  x  qui  se  décompose  en  dan- 
facteurs,  représentés  l'un  par  vs(cc),  l'autre  par  f(  y),  y  étant  lui-même 
fonction  de  x\  et  supposons  que  i'(v)  reste  fonction  continue  de  y  pour 
tout  module  de  y  qui  ne  dépasse  pas  la  limite  inférieure  y„  ou  la  limite 
supérieure  v.  Enfin,  soit  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de 
l'y»)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x,  de  sorte 
qu'on  ait 

\n=  -     /    x~n  F  (a)  dp 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

S.n=  —  f  cc-nxs{x)  f|  y) dp. 

Il  suffira  de  développer  l'(  y  |  suivant  les  puissances  entières  de  y  pour  que 
le  coefficient  A„  se  trouve  développé  en  une  série  de  termes  proportionnels 

OEuvres  de  C.  —  S.  1,  t.  VUI.  »  I 
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à  des  intégrales  de  Informe 


—    \     x~Vy'h  Tn(x)dp; 

"  -t—TT 


et,  pour  que  le  développement  de  kn  ainsi  obtenu  demeure  convergent .  d 
suffira  qu'une  autre  série  de  termes  proportionnels  à  ces  intégrales,  savoir, 
celle  qu'on  obtiendra  en  développant  l'expression 


1_    f\-n(-l IsJ)w{al)dpi 


demeure  elle-même  convergente  avec  la  série  modulaire  correspondante. 
Si  d'ailleurs  on  nomme  %  le  plus  grand  module  que  puisse  acquérir  la 
fonction  f(v)  pour  un  module  de  y  renfermé  entre  les  limites  y„,  y,  les 
divers  termes  dont  se  composera  le  développement  de  An  offriront  des 
modules  inférieurs  aux  modules  des  termes  correspondants  du  développe- 
ment de  l'expression 

^J-n      \y—y     yo—yJ 

On  étendra  sans  peine  le  théorème  que  nous  venons  d'énoncer  au 
cas  où  le  second  facteur  de  F(a?)  se  trouve  représenté,  non  plus  par 
\'(y),  mais  par  f( y,  z,  . . .),  les  lettres  y,  z,  . . .  désignant  diverses  fonc- 
tions de  x.  Si  l'on  considère  en  particulier  le  cas  où  les  fonctions  y, 
s,  . . .  se  réduisent  à  deux,  on  obtiendra  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit  x  =  rep^  '  une  variable  imaginaire  dont p  désigne 
l'argument.  Soit  encore  F(a?)  une  fonction  de  x  qui  se  décompose  en 
deux  facteurs ,  représentés  l'un  par  i\x),  l'autre  par  f'(  y,  z),  y  et  c 
éiunl  eux-mêmes  fonctions  de  x;  et  supposons  que  f(y,  z)  reste  fonction 
continue  de  y  et  de  s  pour  tous  les  modules  de  y,  z  qui  ne  dépassent 
pus  les  limites  inférieures  y0,  z0  ou  tes  limites  supérieures  v,  /..  Enfin,  soit 
A,  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  x  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  de  x,  de  sorte  qu'on  ait 


in         -  X    "V(.c)(lp 

'•-■'      T. 
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ou,  ce  qui  revient  au  même. 


*-=î 


'-   f  x-"m(.r)f(y,z)c/p. 


Il  suffira  de  développer  f(  v,  s)  suivant  les  puissances  eut  ivres  dey,  s  pour 
que  le  eoejfieie.nt  A,.,  se  trouve  développé  en  une  série  de  termes  proportion- 
nels à  des  intégrales  de  la  forme 


—  (    x~" 


ymzm'x3(œ)dp', 


et,  pour  que  le  développement  de  A„  ainsi  obtenu  demeure  convergent,  il 
suffira  qu'une  autre  série  de.  termes  proportionnels  à  ces  intégrales,  savoir, 
celle  qu'on  obtiendra  en  développant  l'expression 


-  fv-H — — ïï— --  h  )u,{*)dP, 

™j-«     \y—y     yo— 7/\z— -     z0— */ 


2' 


demeure  elle-même  convergente  avec  la  série  modulaire  correspondante. 
Si  d'ailleurs  on  nomme  s  le  plus  grand  module  que.  puisse  acquérir  la 
fonction  i'(  v,  s)  jrawr  an  module  de  y  renfermé  entre  les  limites  y„,  y,  et 
pour  un  module  de  z  renfermé  entre  les  limites  z0,  Z,  /es  divers  termes 
dont  se  composera  le  développement  de  \n  offriront  des  /nodules  infé- 
rieurs aux  modules  des  termes  correspondants  du  développement  de  l'ex- 
pression 


(7)  "fW-2 *-)(- M 


ct(j?)  fi?/?. 


Si  les  limites  inférieures  y„,  z0,  ...  peuvent  être  réduites  à  zéro, 
alors    la   fonction    f(r,  r-,  .  .  .),    c'est-à-dire    la   fonction    f\v  )   ou 

((y,  z) étant  développée  suivant  les  puissances  entières  des 

variables  y,  z,  ...,  le  développement  n'offrira  que  des  puissances 

nulles  ou  positives  de  ces  variables.  Alors  aussi  les  rapports 
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s'évanouiront  dans  les  expressions  (5)  et  (6),  qui  se  trouveront 
réduites  aux  deux  suivantes  : 

(8)  —  /     x~n— — m{x)dp, 

I        /**  V  7. 

(q)  —    /      x~" — - —  m(x)dp. 

D'ailleurs,  pour  obtenir,  dans  cette  hypothèse,  les  développements  de 
ces  expressions  en  séries  de  termes  proportionnels  à  des  intégrales  de 
la  forme 

—   /     x-'1  ymzm  .  . .  m (x )  dp, 


i 


il  suffira  de  poser 


Y=i,         Z 


y  z 

puis  de  développer  les  rapports 


z  I 


y  —  y      i  —  y  y        z  —  zi  —  Zz 

vn  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  ascendantes  des  quantités 
positives  Y,  Z.  Donc  les  théorèmes  I  et  II  entraîneront  les  proposi- 
tions suivantes  : 

Théorème  III.  —  Soit  x  =  rep^~*  une  variable  imaginaire  dontp  désigne 
l'argument.  Soit  encore  F  (a?)  une  fonction  de  x  qui  se  décompose  en  deux 
facteurs,  représentés  l'un  par  u(x),  l'autre  par  î(y),  y  étant  lui-même 
une  fonction  de  x;  et  supposons  que  f(j')  reste  fonction  continue  de  y 
pour  tout  module  de  y  qui  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite  y.  Enfin, 
soit  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  F(a?)  en  série  ordonnée 
suivant  les  puissances  entières  de  x,  et  posons  Y=  -■  Au  développement 
de  ï(y)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes 
de  y  correspondra  un  développement  du  coefficient  A„,  qui  sera  convergent 
si  la  valeur  trouvée  de  Y  rend  convergente  la  série  modulaire  qui  corres- 
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pond  au  développement  de  l'intégrale 

(10  —  / v     ^P 

suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  Y. 

Théorème  IV.  —  .sW/  a?  =  rep^  '  ///>e  variable  imaginaire  dontp  désigne 
l'argument.  Soit  encore  F(  .*'  )  une  fonction  de  x  qui  se  décompose  en  deux 
facteurs,  représentés  l'un  par  ts(  .r),  l'autre  par  ï(y,  z),  y  et  z  étant  eux- 
mêmes  fonctions  de  x,  et  supposons  que  \{y,  z)  reste  fonction  continue  de 
y,  z  pour  tous  les  systèmes  de  modules  de  y  et  z  qui  ne  dépassent  pas  cer- 
taines limites 

Y,     /.. 

Enfin,  soit  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  Y  (  x)  en  une 
\  série  simple  ordonnée  suivant  des  puissances  entières  de  x,  et  posons 

Y=I,         Z  =  I- 

y  z 

Au  développement  de  t'( y,  z  )  en  une  série  double  ordonnée  suivant  des 
puissances  entières  et  ascendantes  de  y  et  z  correspondra  un  coefficient 
de  A„  qui  sera  convergent  si  les  valeurs  trouvées  de  Y,  Z  rendent  conver- 
gente la  série  modulaire  qui  correspond  au  développement  de  l'intégrale 

suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  Y  et  Z. 
5;  II.  —    Application  des  principes  établis  dans  le  premier  paragraphe. 

Supposons  que,  en  adoptant  les  notations  employées  dans  le  pre- 
mier paragraphe,  on  prenne 

F|    t)  777:    ,    ,  fi    , 

cl  de  plus 


/  =  '- 


-i . 
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Supposons  encore  que  vs(x)  reste  fonction  continue  de  x  pour  tout 
module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite  x,  et  que  f (  v  ) 
reste  fonction  continue  de  y  pour  tout  module  de  y  qui  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  y.  Enfin,  nommons  A„  le  coefficient  de  x"  dans 
¥(x),  n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  et  faisons,  pour  abréger, 

y  =  I. 

y 

L'intégrale  (10)  du  §  I  deviendra 

O  —  /     «-" VV    vdP> 

la  valeur  de  x  étant 

D'ailleurs,  il  est  important  d'observer  que,  si  le  rapport  -  -  —  est  supé- 
rieur à  la  limite  x  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  a 

Y<-'-, 

i  -+-  x 

la  fonction  sous  le  signe  f ,  dans  l'intégrale  (i),  deviendra  infinie 
pour  une  seule  valeur  de  x  correspondante  à  un  module  plus  petit 

que  x,  savoir,  pour  la  valeur  x  =  o.  Cela  posé,  en  supposant  Y< -i 

on  aura,  d'après  les  principes  du  calcul  des  résidus, 

(2)  -     /        .1-"  ■ - dp=     I     ; : %'       ^      .. 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(3)  -  fV»     ™{-r)  .-,/,,  -  ^J—nt.    ■£» 

2  t   /   m  i-\  +  i\     r         1  . 2  ...  n      '    1  —  \  -t-  1  \ 

i  désignant  une  quantité  infiniment  petite  que  l'on  devra  réduire  à 
zéro,  après  les  différentiations  effectuées.  On  trouvera  ainsi,  pour 
valeur  de  f intégrale  (1),  une  fonction  rationnelle  de  Y  qui  se  pré- 
sentera   sous    la    forme    d'une    fraction   dont  le  dénominateur   sera 
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(i  —  Y)a+i.  Donc,  si  l'on  développe  cetle  intégrale  en  série  ordonnée 

suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  Y,  la  série  obtenue 

sera  convergente,   non   seulement  quand  on  aura  Y< — — ->    mais 

encore  toutes  les  fois  qu'on  aura  Y<i.  Cette  conclusion  est  d'autant 

plus  remarquable  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  Y  renfermé  entre 

les  limites  i  et  ,  la  somme  de  la  série,  sans  cesser  d'être  équiva- 

i  -t-  x  ' 

lente  au  second  membre  de  la  formule  (3),  cesse  de  représenter  la 
valeur  de  l'intégrale  (i).  Alors,  en  effet,  d'après  les  principes  du 
calcul  des  résidus,  on  doit  ajouter  au  second  membre  de  la  for- 
mule (3)  l'expression 

.,.  r      i  ^i.r)  Y»  /Y— i\ 

Cx»+i  (i—  Y  +  a;Y)  ~(Y—  i)**1^     Y    ) 

Si,  pour  fixer  les  idées,  on  supposait  tt>(x)  =  i,  le  second  membre 
de  la  formule  (3)  se  réduirait  à 


(->)" 


(,_Y)''+-" 


et,  en  ajoutant  à  ce  second  membre  l'expression  (/j),  on  obtiendrait 
une  somme  nulle.  C'est  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir.  Car,  x  étant  le 
module  de  x,  le  rapport 


i  —  Y  +  x\ 


sera développable,  ou  suivant  les  puissances  positives,  ou  suivant  les 

puissances  négatives  de  r,  selon  qu'on  aura  V-<  —       ou  Y">-  — ; 

et,  par  suite,  le  coefficient  de  .r",  dans  le  développement  de  ce  rap- 
port, sera  nul,  dans  le  second  cas,  pour  des  valeurs  positives  de  //, 
tandis  que,  flans  le  premier  cas,   il   sera  évidemment   représenté  par 

l'expression  |  ">). 

Concevons  maintenant  que  l'on  prenne,  non  plus 

mais 

i  —  x 

y  —  —^-' 

X 
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l'intégrale  (10)  du  §  I  deviendra 

et,  si  le  rapport 

Y 

14- Y 

est  inférieur  à  la  limite  x,  la  valeur  de  cette  même  intégrale,  repré- 
sentée par  l'expression 

(7)  Ô(a;»[(i4-Y)a?-Y])' 
sera  ce  que  devient  la  fonction 

(8)  (14-  Y)xn 
quand  on  y  pose 


14-  \ 

Si  d'ailleurs  on  développe  cette  valeur,  non  seulement  avec  la  fonction 

/    Y 


777 


14-  Y 


Y 

suivant  les  puissances  ascendantes  du  rapport  ^py>  mais  encore,  avec 

ce  même  rapport,  suivant  les  puissances  ascendantes  de  Y,  chacune 
des  séries  ainsi  obtenues  sera  évidemment  convergente  quand  Y  véri- 
fiera les  deux  conditions 

(9)  Y<7^V        Y<K 

Il  importe  d'observer  que  la  première  des  conditions  (9)  pourra 
être  omise,  comme  renfermée  dans  la  seconde,  si  l'on  a  x>£,  et,  à 
plus  forte  raison,  si  l'on  a  X=  I. 
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D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  le  théorème  III  du  §  I  entraînera  la 
proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Soit  x  =  rep^~K  une  variable  imaginaire  dont  la  lettre p 
représente  l'argument.  Soient,  de  plus,  rz{x)  une  fonction  de  x  qui  reste 
continue  pour  tout  module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  l'unité,  et  f(y)  une 
fonction  de  y  qui  demeure  continue  pour  tout  module  de  y  qui  ne  surpasse 
pas  une  certaine  limite  y.  Enfin,  supposons  que.  y  étant  fonction  de  x, 
et  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on  représente  par  A„ 
le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  la  fonction 


et  posons  encore 
Si  l'on  prend 


ou  même 


F(x)  =  uj(x)f{y), 

Y=-'. 

y  =  i  —  x, 


I  —  X 

y-  —^-- 


alors,  au  développement  de  f(v)  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes de  y  correspondra   un  développement  de  A„  qui  sera  convergent 

avec  la  série  modulaire  correspondante  si  la  valeur  de  Y  vérifie  la  con- 
dition 

Y<i. 

Supposons  maintenant  que  ion  ail,  non  plus 

¥(x)  =  rs(x){(y)t 

mais 

F(x)  =  w(x){(j,z), 

et  prenons 

i  —  x 

V       -I  —  X,  5- 


X 


Supposons  encore  (pie.  xz(x)  restant  fonction  continue  de  x  pour  tout 
module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  l' unité,  f(v,  s)  reste  fonction  continue  de 
y  et  de  z  pour  tous  les  modules  de  y,  z  qui  ne  dépassent   pas  certaines 
OEiwns  de  c.  —  s.  I,  t.  VIII.  V) 
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limites  Y,  Z.  L'intégrale  (i  i)  du  §  I  deviendra 

i     ÇT~  x 

(io)  /       X~n ^ vTï7—      -/\  ,.-.m(x)dp; 

znJ-n         (i  — Y+J7\)[(i  +  Z)j?  — Z]         ;y 
on  «wra  d'ailleurs 

^ i r    i-y  z       i 

(1I)      (7-Y  +  ^Y)[(i+Z)^-Zi_i-Y  +  ZLi-Y  +  ^Y  +  (i  +  Z)^-zJ' 
et  il  est  clair  que,  en  développant  le  rapport 

i 

T—  Y^Z 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  Y,  Z,  on  obtiendra  une  série  double 

qui  sera  convergente  avec  la  série  modulaire  correspondante,  quand  Y  et  Z 

vérifieront  la  condition 

Y  +  Z<j. 

Cela  posé,  le  théorème  précédent,  joint  à  la  formule  (i  i)  et  au  théo- 
rème IV  du  §  I,  entraînera  évidemment  la  proposition  suivante  : 

Théorème  II.  —  Soit  x  =  rep^~{  une  variable  imaginaire  dont p  repré- 
sente l'argument.  Soient  de  plus  ts(x)  une  fonction  de  x  qui  reste  con- 
tinue pour  tout  module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  l'unité,  et  \'(y,  s)  une 
fonction  de  y  qui  demeure  continue  pour  tous  les  modules  de  y,  z  qui  ne 
surpassent  pas  certaines  limites  y,  z.  Enfin,  supposons  que,  y,  z  étant 
fonctions  de  x,  et  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on 
représente  par  A„  le  coefficient  dexn  dans  le  développement  de  la  fonction 

F(x)  =  n{x)f(y,z), 
et  posons  encore 

y  z 

Si  l'on  prend 

i  —  x 

y  —  i  —  x        et        z  = > 

J  x 

alors,  au  développement  de  ï(y,  z)  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes de  y,  z,  correspondra  un  développement  de  \„,  qui  sera  convergent 
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avec  la  série  modulaire  correspondante,  si  les  valeurs  trouvées  de  Y,  Z  véri- 
fient la  condition 

(l2)  V+Z<r. 

Si,  dans  l'énoncé  de  ce  théorème,  nous  avons  omis  les  deux  condi- 
tions 

V<i,        Z<i, 

qui  doivent  être  remplies  en  vertu  du  théorème  I,  c'est  que  chacune 
de  ces  deux  conditions  est  une  suite  nécessaire  de  la  seule  condi- 
tion (12). 

Dans  un  prochain  article,  je  montrerai  avec  quelle  facilité  les  prin- 
cipes ci-dessus  établis  s'appliquent  à  la  recherche  des  conditions  qui 
doivent  être  vérifiées,  pour  que  l'on  soit  assuré  de  la  convergence  des 
séries  comprises  dans  les  nouvelles  formules  générales  auxquelles  se 
rapportent  plusieurs  de  mes  précédents  Mémoires. 


276. 

Analyse  mathématique.  —  Mémoire  sur  diverses  conséquences  remarquables 
des  principes  établis  dans  les  séances  précédentes. 

C.  R.,  T.  XX,  p.  2i2  (27  janvier  1845  ). 

§  I.  —  Considérations  générales. 

Nous  sommes  parvenu,  dans  la  séance  précédente,  à  un  théorème 
que  l'on  peut  énoncer  comme  il  suit  : 
Théorème  I.    -  Soit 

x  =  reP^~l 

une  variable  imaginaire  dont  r  désigne  le  module  et p  l'argument.  Soient, 
de  plus.  rr>{x)  une  fonction  de  x  qui  reste  continue  pour  tout  module  de  .1 
qui  ne  surpasse  pas  l'unité,  et  ((y,  s)  une  fonction  de  y,  z  qui  reste  con- 
tinue pour  tous  les  modules  dey,  z  qui  ne  surpassent  pus  certaines  limites 
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y,  z.  Enfin,  nommons  F  (a?)  une  fonc lion  de  x  déterminée  par  le  système 
des  équations 

(i)  F(x)  =  ^(x)î(y,z), 

i    \                                                                                \  —  x 
(2)  y  =  i  —  x,  z=  , 


et  supposons  que,  la  lettre  n  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  on 
représente  par  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  F(,r)  en 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  et  négatives 
de  x.  Au  développement  de  f(y,  "■)  suivant  les  puissances  entières  et  ascen- 
dantes dey,  z  correspondra  un  développement  de  An  qui  sera  convergent, 
avec  la  série  modulaire  correspondante,  si  les  valeurs  de  y,  z  vérifient  la 
formlue 

(3)  !  +  :<,. 

y     z 

La  condition  que  doit  remplir  la  fonction  n(x),  assujettie  à  rester 
continue  pour  tout  module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  l'unité,  pourrait 
être  remplacée  dans  l'énoncé  du  théorème  I,  comme  il  est  aisé  de  le 
faire  voir,  par  une  autre  condition  généralement  équivalente  à  la  pre- 
mière, savoir,  que  la  fonction  rz(x)  reste  développable  en  série  con- 
vergente ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  x 
pour  tout  module  de  x  qui  ne  surpasse  pas  l'unité.  Il  suit  de  cette 
observation  que  le  théorème  I  continuera  de  subsister,  si  l'on  sup- 
pose, par  exemple, 

rrs(x)  =  (i  —  x)s 

ou 

m{x)  =  (i  —  x)~s, 

s  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité. 

Observons  encore  que  le  coefficient  A„  de  x",  dans  le  développement 
de  F(x),  sera  déterminé  par  la  formule 

(4)  A"=^  f  *-*f(*)4p. 

dans  laquelle  on  pourra,  si  l'on  veut,  réduire  à  l'unité  le  module  /de 
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la  variable  x,  et  poser  simplement 

(5)  x  —  epJ-1. 

Ajoutons  que,  en  vertu  de  l'équation  (i),  la  formule  (  \)  pourra  s'é- 
crire comme  il  suit  : 

(6)  kn=ïïif  »(*)*(**)*■ 

Soit  maintenant  Hm>m'  le  coefficient  du  produit 

y  m  -m' 

dans  le  développement  de  la  fonction  {{y,  z)  en  série  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  entières  et  ascendantes  des  variables  y,  z.  On  aura, 
pour  un  module  de  y  égal  ou  inférieur  à  y,  et  pour  un  module  de  - 
égal  ou  inférieur  à  z, 

(7)  t(y,z)  =  IKm,m.y»s-', 

la  somme  qu'indique  le  signe 2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières 
nulle  ou  positives  de  m  et  de  tu'.  D'ailleurs,  le  module  de  x  étant 
réduit  à  l'unité  dans  la  formule  (5),  les  valeurs  de  v,  s,  tirées  des  for- 
mules (2)  et  (5),  offriront  évidemment  des  modules  égaux  ou  infé- 
rieurs au  nombre  2.  Donc,  lorsque  les  limites  y,  z  surpasseront  le 
nombre  2,  on  pourra,  dans  la  formule  (6),  supposer  la  valeur  de  ('(  y,  z  ) 
déterminée  par  l'équation  (4).  On  trouvera  ainsi 

(8)  AB=2^p  f   x-aymz»>'w(x)dp. 
D'autre  part,  en  faisant,  pour  abréger, 

(9)  k„=  ^-  /     js-nxn{x)(lp, 

et  en  supposant  que  la  lettre  caractéristique  A  (\c>  différences  finies 
soit  relative  au  nombre  entier  n,  on  aura 


1    r 

A"'  k„  =  —  /     x~n  zm  xs(x)  dp  ; 
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par  suite,  en  ayant  égard  aux  formules  (2),  desquelles  on  tire 

y  =  ■*«> 

on  trouvera 

1     rT' 
—   /     x~n  v'"zm  rz(x)dp  =  km+m  bn-m. 

27t./ 

Donc  l'équation  (8)  donnera  simplement 

(10)  A„  =  .SH„,,,„.A'»+'»'k,z-,„. 

Concevons  à  présent  que  la  fonction 

f(r,  z) 

renferme,  avec  les  variables  y,  z,  divers  paramètres 

a,     b,      ...,     a',     b',      ..., 
dont 

restent  fonctions  continues  pour  des  modules  de  ces  paramètres  infé- 
rieurs à  certaines  limites.  Si,  pour  de  tels  modules,  la  condition  (3)  se 
trouve  remplie,  alors,  non  seulement  la  série  qui  a  pour  terme  général 
le  produit 

H,  \m  +  m'  V 
m ,  m   **  nn  —  m 

sera  convergente,  en  vertu  du  théorème  I,  mais,  de  plus,  la  somme  de 
cette  série,  ou  le  second  membre  de  la  formule  (10),  restera,  entre 
les  limites  assignées  aux  modules  des  paramètres 

a,     b,      ...,     a',     b',     ..., 

fonction  continue  de  ces  paramètres.  Donc,  en  vertu  du  théorème  IV 
delà  page/i1^»  la  formule  (10)  subsistera  toujours  entre  les  limites 
dont  il  s'agit,  si  elle  subsiste  pour  un  seul  système  de  valeurs  attri- 
buées aux  modules  des  paramètres 

a,     b,      .  .  . ,     a',     b', 
si  elle  subsiste,  par  exemple,  pour  des  valeurs  nulles  de  ces  mêmes 
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paramètres.  D'ailleurs,  d'après  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus,  la  formule <  i<>) 
se  vérifiera  certainement  pour  des  valeurs  nulles  de 

a,     b,      .  .  .,     a',     b', 

si  ii  ces  valeurs  nulles  correspondent  des  valeurs  de  y,  /.  dont  chacune 
surpasse  le  nombre  2.  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

Théorème  II.  —  Soit  n(x)  une  fonction  de  x  qui  reste  continue  par 

rapport  à  la  variable  x  pour  tout  module  de  x  égal  ou  inférieur  u 

i unité,  ou,  ce  qui  revient  généralement  au  même,  une  fonction  de  .r  qui, 

pour  un    tel  module,    soit    toujours   développa  h  le  en  série  corner  génie 

ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x.  Soit  de  plus  f'(  v,  s)  mx 

fonction  de  y,   z  qui  reste  continue  par  rapport  à  y  et  z,  tant  que  le 

module  de  y  ne  surpasse  pas  une  certaine  limite  y,  ni  le  module  de  z  une 

certaine  limite  z.  Soit  encore  F(,r)  une  fonction  de  x  déterminée  par  le 

système  des  équations 

F(x)=m(x)f(y,z), 

1  —  x 

V  =  I  —  X,  z  — 

J  X 

et.  en  nommant  n,  m,  m' trois  nombres  entiers  quelconques,  représentons  : 
l°  par  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement  de  ¥(x);  2°  pai 
Hm.m'  Ie  coefficient  du  produit  ym  z"1'  dans  le  développement  de  f\  v,  :■). 
Enfin,  supposons  que  la  fonction 

l'M-,    S) 

renferme,  avec  la  variable  x,  divers  paramètres 

",      />,      ....      a  ,      li ,      .  .  . , 
et  que  les  coefficients 

restent  fonctions  continues  des  paramètres 

a,       b a\       />',       .  .  . 

pour  des  modules  de  ces  paramètres  inférieurs  ci  certaines  limites.  Si,  pour 
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de  tels  modules,  on  a  constamment 

i       i 

-  +  -  <i, 

y     z 

et  si  d'ailleurs  y,  z  surpassent  le  nombre  2  dans  le  cas  où  les  valeurs  de 
a,  b,  ..,  a',  !>',  ...  s'évanouissent,  alors  on  aura  toujours,  entre  les 
limites  assignées  aux  modules  des  paramétres  a,  b,  . . . ,  a',  b\  . . . , 

(10)  kn=2n,n,m>Am+m'ka-m, 

la  valeur  de  k„  étant 

1   r* 

k„  = —  /      x-nTz{x)dpy 

et  la  lettre  caractéristique  A  des  différences  finies  étant  relative  au  nombre 
entier  /t. 

Corollaire  I.  —   Si,  pour  fixer  les  idées,  on  suppose 

m(x)  =  (1  —  œ)~s, 

s  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité,   alors,   en  posant,  pour 

abréger, 

r  -,       s(s  -+- 1). .  ,(s  -+-  n  —  1) 
1 .2.  .  .  n 

on  verra  la  valeur  de  k„,  ou  le  coefficient  de  x"  dans  le  développement 
de  ri(x),  se  réduire  à  \s]n.  On  aura  donc 

(.1)  kn=[s]„ 

et,  par  suite, 

A'»k„  =  [.v    -m]a+m; 

puis  on  en  conclura 

A'""»'k„_,n  =  [s  -  m  -  m' ]„+„,. 

Donc  alors  la  formule  (10)  donnera 

(12)  \„  =  lEm,m'[s  —  m  —  m']n+.m: 
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Corollaire  II.  —    Supposons  maintenant  que,  dans  la  fonction 

F(aj)  =  w(*)f(/>*), 
on  remplace  le  facteur  f(  y,  s)  par  un  produit  de  la  forme 

?(*>x('i)- 

Comme  on  tirera  des  équations  (2) 

on  aura  identiquement,  dans  l'hypothèse  admise, 

(i3)  f(^,*)  =  ?0-r)x(i  +  *)- 

Or,  en  développant  le  second  membre  de  la  formule  (1 3)  suivant  les 
puissances  ascendantes  des  variables  y,  s,  on  obtiendra  pour  terme 
général  du  développement  une  expression  de  la  forme 

0(""(l)       y<'"'>(i) 

I j \ m     T  V     I      _A^__W_     y'"  Z'" 

1 .2. .  .m  1  .2.  .  .//<' 

chacun  des  produits 

[ .2.3. .  .m,      1  . 2 ..>... m' 

devant  être  remplacé  par  l'unité  quand  le  nombre  ///  ou  m'  s'évanouit. 

Donc,  dans  ce  même  développement,  le  coefficient  II,,,,,,,  du  produit 

y"'  z'"'  sera 

o(/"  fil      7  "'   (t) 
<  il)  H       •—(—  1  '"    y  '■ 

et  la  formule  (10)  donnera 

m     '       M         -/('"')  (1) 

(i5)  \.      2i      ,)"'  ,A'"'"  A, 

1  .  -.i .  .  .  m   1  .  •>. .  .  .  m 

Corollaire  III.  -  Si  l'on  suppose  ;i  la  fois 

rolxi  :  1       r)  et         f    >',  a         f    c    /(    '   j 

et,  par  suite. 

t6  F  *)      (1       '     '  ?i  '•   /.(  j  )• 

Œuvre» de C,       S.  I,  t    \  III.  56 
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alors,  eu  égard  auxformules  (i  i)  et  (i4);  l'équation  (10)  donnera 

Corollaire  IV.  —   Concevons  que,  dans  la  formule  (16),  on  pose 

(18)  ?(*)=  (i  —  a*)1*  (i—  *^)v  ••  ■  *(#) 
et 

(19)  x(«)  =  (1  —  a'aO^O  —  6'#)v'. .  .  X(j»), 

[jl,  v,  .. . ,  [//,  v',  . ..  étant  des  exposants  réels, 

a,     b,     .  .  .,     a',     b', 

des  paramètres  réels  ou  imaginaires  dont  les  modules  soient  respecti- 
vement 

a,     b,     ...,     a',     b',     ... 

et 

*(*),     X(a?) 

deux  fonctions  de  a;  dont  chacune  reste  continue  pour  tout  module 
réel  et  fini  de  x.  Supposons  d'ailleurs  que,  les  modules 

a,     b,     ...,     a',     b',     ... 

étant  tous  inférieurs  à  l'unité,  a  désigne  le  plus  grand  des  modules 
a,  1),  . . . ,  et  a'  désigne  le  plus  grand  des  modules  a',  b',  . . . ,  en  sorte 
qu'on  ait 

(20)  i>a>b>...,         i>a'>b'> 

Tant  que  les  conditions  (20)  se  vérifieront,  les  expressions 

(\  —  ax)V-,     {i  —  bxy,     ...,     {i  —  a'xy,     {i—b'xY,     ... 

resteront,  pour  un  module  de  a?  équivalent  à  l'unité,  fonctions  conti- 
nues des  paramètres  a,  b,  . . .,  et,  par  suite,  on  pourra  en  dire  aillant 
de  la  valeur  de  A„  que  déterminera  le  système  des  formules  (  J)  et  (5). 
D'autre  part,  en  posant 


a 

£-7^' 

h— -, 

i  —  b 

a' 

1  —  b 

8  -    !-«' 
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on  tirera  des  équations  (18)  et  (19) 

(>n     <p(i—y)  =  (1  —  a)V-  (1  —  by   ...(i+gy)V-(i  +  hyy   ...<D   1     -/), 
(m)     z(i^)-=(i-aTV  -    6T...(i-*'s)P'(i-A'.5y»'...X(i-4-  s), 

les  valeurs  de  g\  /«,  . . . ,  g-',  h',  . . .  étant  déterminées  par  les  formules 

(  a3  1 

1.241 

Or,  comme,  en  vertu  de  ces  formules,  les  modules  des  coefficients 

g,  //,...  seront  égaux  ou  inférieurs  au  rapport 

a 
ï  —  a' 

et  les  modules  des  coefficients  #',  h',  . . . ,  égaux  ou  inférieurs  au  rap- 
port 

a' 

1 1 

1  -    a 

les  valeurs  de 

9(1  — /),    /,(i  +-  s  i, 

déterminées  par  les  formules  (21),  seront  certainement,  la  première, 

fonction    continue    de  y  pour  tout   module  de  y   inférieur  à  y,    la 

seconde,  fonction  continue  de  s  pour  tout  module  de  r  inférieur  à  z, 

si  l'on  a 

a  a' 

(a5)  \<i,         ;z<i 

1  —  a  1  —  a 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

.  _,  1  — a  1—  a' 

(.26)  y<-  -        ,  z< 

«I  fl 

Lorsque  a,  b,  ...,a',  />',  ...  s'évanouissent,  on  peut  en  dire  autant 
de  a,  a  .  Donc  alors  les  formules  (  26  )  se  réduisent  aux  suivantes 

y<a>,        z<<x>, 

qui  se  vérilieiil  pour  des  valeurs  finies  quelconques  de  v.  /..  On  peut 
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donc  alors  prendre  pour  y,  z  des  nombres  aussi  grands  que  l'on 
voudra,  par  conséquent  des  nombres  supérieurs  à  2,  et  l'équation  (10) 
se  trouve  certainement  vérifiée.  Au  reste,  on  pourrait  arriver  directe- 
ment aux  mêmes  conclusions  en  observant  que,  dans  le  cas  où  les 

paramètres 

a,'    b,      ...,     a1,     h',      ... 

s'évanouissent,  les  équations  (21),  (22)  donnent  simplement 

9(1  -7)  =  *(j-/),        x(»  +  *)=X(H-«), 

en  sorte  que  les  deux  fonctions 

?(!—  y)*   x(»-*-*) 

se  réduisent  aux  deux  fonctions 

$(1—7),     X(n-s), 

qui,  d'après  l'hypothèse  admise,   doivent  rester  toujours  continues 

pour  toutes  les  valeurs  finies  des  variables  y  et  z. 

Lorsque  a,  b,  ...,  a',  b',  ...  cesseront  de  s'évanouir,  alors,  en 

vertu  du  théorème  I,  la  série  double  qui  aura  pour  terme  général  le 

produit 

-  1  '"  J — -  — —,  [s  -  m  -  m'},, ,  „, , 

1  ,2. .  .m  î.a..  .m 

renfermé  sous  le  signe  S  dans  le  second  membre  de  l'équation  (17), 
sera  une  série  convergente,  tant  que  l'on  aura 

1       1 

-  -+-  -  <i, 
y     z 

y  et  z  étant  choisis  de  manière  à  vérifier  les  conditions  (26),  et  par 
conséquent,  tant  que  l'on  aura 

27) H- ,  <i. 

'  1  —  a      1  —  a 

Alors  aussi,  en  vertu  du  théorème  II,  la  formule  (17)  subsistera  si.  la 
condition  (27  )  étant  remplie,  les  coelficionls 

A„,    <p('»>  (1)    et    •/""'!  m 
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restent,  pour  les  modules  attribués  aux  paramètres 

a,      b,      ...,     a',     b',      ..., 

fonctions  continues  de  ces  paramètres.  Or,  c'est  évidemment  ce  qui 
aura  lieu  en  vertu  îles  conditions  (20).  En  effet,  les  modules  des  para- 
mètres 

a,     b,     ...,     a',     b',     ... 

étant  supposés  tous   inférieurs  à  l'unité,  les  valeurs  de  g,  h 

gf,  h' fournies  par  les  équations  (23),  seront  évidemment  des 

fonctions  continues  de  ces  paramètres,  et  l'on  pourra  en  dire  autant, 
non  seulement  des  deux  produits 

(1  —  <z)H(i  —  bf. . .,     (1  —  a')V-'(i  —  b'  f ... 

qui  entreront  comme  facteurs  dans  les  valeurs  des  expressions 

o'"'m,     y;'")  11), 

mais  encore  de  ces  valeurs  mômes  qui,  en  vertu  des  équations  (21), 
(22),  seront  respectivement  égales  aces  deux  produits  multipliés,  le 
premier,  par  une  fonction  entière  de  g,  h,  ...,  le  second,  par  une 
fonction  entière  de  g,  h',  ....  On  pourra  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  : 

Théorème  III.   —  Soit  F(a?)  une /onction  de  x  déterminée  par  une 
équation  de  la  forme 

s  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité.  Supposons  d'ailleurs 

<p(a?)  ■-  (1    -  ax)V{\       bx  •' .  .  .  <I>    < 

et 

g(«)  =  (i-    a'x)V  l  1       //./•'.  .  .  \i.r), 

u.,  v,  . . . ,  [x,  v',  . ..  étant  des  exposants  réels.  «I>i  x  I,  Xl  x  |  deux  fonc- 
tions toujours  continues  de  x,  et 

a,     b,     a',     b',     ... 
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des  paramètres  dont  les  modales 

a,    b,     ...,*  a',     b',     ... 

soient  tous  inférieurs  à  l'unité.  Enfin  supposons  que,  n  étant  un  nombre 
entier  quelconque,  on  désigne  par  A„  le  coefficient  de  x"  dans  le  dévelop- 
pement de  F(cr)  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  x.  Si, 
en  nommant  a  le  plus  grand  des  modules  a,  b,  ...  et  a'  le  plus  grand  des 
modules  a',  b\  . . . ,  on  a 

,     ,  a  a' 

(27)  1 ;  <  I, 

'  '  1  —  a       1  —  a 

alors  on  aura  encore 

la  valeur  de  \s]rl  étant  déterminée  par  la  formule 

S  (  S  -+- 1  ) .  ■  ■  (  s  -+-  n  —  1  ) 


[*]« 


1.2. 


i4m«"  /e  coefficient  An  se  trouvera  développé  en  une  série  double  qui  restera 
convergente,  tant  que  la  condition  (27)  se  trouvera  vérifiée. 

Il  importe  d'observer  que  les  formules  établies  dans  la  précédente 
séance  fourniront  le  moyen  de  calculer  une  limite  supérieure  à  l'erreur 
que  l'on  commettra  si  l'on  arrête,  après  un  certain  nombre  de  termes, 
la  série  dont  la  somme,  en  vertu  de  l'équation  (28),  représente  la 
valeur  de  A„. 

Observons  encore  que  l'on  tire,  de  la  formule  (28), 

;  A„—  [>]„cp(i)x(n 

^        4-[>-i]„+i?(i)x'(i)  -0-iL    ?'(0x(0 

+  [s  -  2]„+2  9(1) ^~Y  -[s-  a],*.,  ?'(.)  x'(0  ■+■  0  -  a]«  777  7.0) 


-h. 


Comme  on  a  d'ailleurs  généralement 

_  (.v       i)(.v     -  ■>.  )...(.*       m       in1)  __     |     I 

L'S  ~  "'      "'  '"  •  '"        (  //  +~ï)777(  n   »-  m>  )  (s  4-«-i)...(*  +  «-m)LS  '- 


EXTRAIT  N°  276.  kkl 

l'équation  (29)  donnera 

t3°)  A„=(n-I)[.c]n<p(i)x(I), 

la  valeur  de  I  étant 

1  =  1ZLÎ  r__L_  ^i!)  _         '  9f(0  1 

I         [«-ri     7(1)  S  +  H-l     O(l)  J 

+  iZLL  iZL?  [  x'(0 2  ?'(')!'(■) 

(3i)-  1         2     L(/iH-i)(/i_f-a)  X(!)       ^/n_I)(,4_/l_1)  (p(,)  z(l) 


(*■ 


1 9,f(ï)1 

n  —  i)(S-t-n  —  2)  <p(i)J 


Lorsque  le  nombre  n  devient  très  considérable,  la  valeur  précédente 
de  I  devient  très  petite.  Alors  aussi,  en  considérant  -  comme  une 

n 

quantité  très  petite  du  premier  ordre,  et  négligeant  les  quantités  du 
second  ordre,  on  voit  la  formule  (3i)  se  réduire  à  celle-ci  : 

(32)  1  =  S~I  %'(l)  *"  '      ?,(l). 

«  +  i   x(0        s-hn  —  i    9(1)  ' 

§  II.   —   Application  des  nouvelles  formules  à  la  détermination 
des  mouvements  planétaires. 

Soient 

ï  la  distance  mutuelle  de  deux  planètes  m,  m'; 
T,  T' leurs  anomalies  moyennes; 
'|,  ']/  leurs  anomalies  excentriques. 

Le  calcul  des  inégalités  périodiques  produites  dans  le  mouvement  de 
la  planète  m  par  la  planète  m',  et  dans  le  mouvement  de  la  planète  m! 
par  la  planète  m,  exigera  le  développement  du  rapporl 


en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  positives,  nulle  et 
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négatives,  dos  exponentielles  trigonométriques 

Si  l'on  nomme,  en  particulier, 

A„    et    A„,_„' 
les  coefficients  des  exponentielles 

dans  le  développement  dont  il  s'agit,  on  trouvera 


(i)  A„  =  ~  /     -r» 


V-'tfT 


et 


(2)  A„,_,,=  —   f   A„e"-rV-'f/T'; 

et,  comme  on  aura,  en  nommant  s,  t' les  excentricités  des  deux  orbites, 

T  =  ^-£sini{;,        T'=  i]/—  e'sini|/, 
les  formules  (i),  (2)  pourront  être  réduites  aux  suivantes  : 

(1)  A„,_„.=    —   f   A„ii-î'cos^')e""l"v'-'^'. 

«/  — 7t 

En  vertu  de  la  formule  (4),  Ara>_n-sera  la  valeur  moyenne  de  la  fonc- 
tion de  i|/  représentée  par  le  produit 

A„(l  —  S'COSJ;')^""1"^". 

D'ailleurs,  on  pourra  aisément  déterminer  celle  valeur  moyenne  par 
la  méthode  des  quadratures,  et  même,  comme  nous  l'avons  remarqué 
dans  un  autre  Mémoire,  la  déterminer  de  manière  que  l'erreur  com- 
mise soil  inférieure  à  une  limite  tixée  d'avance,  si  l'on  peut  déduire 
facilement  de  l'équation  (3)  la  valeur  de  A,,.  Or  ce  dernier  problème 
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est  précisément  l'un  de  ceux  auxquels  s'appliquent  avec  succès  les 
nouvelles  formules,  surtout  lorsque  le  nombre  n  devient  très  consi- 
dérable. C'est  ce  qu'il  s'agit  maintenant  de  démontrer. 
Si  l'on  pose 

*  =  «*/=*,         -^r, 

2 

l'équation  (3)  donnera 

(5)  v"  =  7~  /     ■'■'"■'(■'- )(/'^ 

la  valeur  de  J(oc)  étant 


i-î|.r  + 


et,  par  conséquent,  A„  ne  sera  autre  chose  que  le  coefficient  de  a? 
dans  le  développement  de  la  fonction  §{x)  en  série  ordonnée  suivant 
les  puissances  entières  de  oc.  Il  y  a  plus  :  si  l'on  désigne  par  /•  une 
constante  réelle  ou  imaginaire  dont  le  module  k  soit  tel  que  ê(  s  \ 
reste  l'onction  continue  de  ;  pour  un  module  de  s  compris  entre  les 
limites  i  et  T-i  l'équation  (5  )  pourra  être  remplacée  par  la  suivante 


- 


A.=££w(f)^ 


de  laquelle  il  résulte  que  A„  scia  encore  le  coefficient  de  se"  dans  le 
développement  de  la  fonction  ¥(x)  déterminée  par  l'équation 

(8)  F(x)  =  k"$(j 

.Mais,  d'autre  part,  en  raisonnant  comme  je  l'ai  fait  dans  la  séance  du 
9  décembre  dernier,  on  prouvera  que  le  rapport  ->  considéré  comme 
fonction  de  x,  est  déterminé  par  une  équation  de  la  forme 

(9)  r  = i i r [' 


1 1  —  nxe-ï^Y  |  i  —  ax~ 'erv'-'J2  (  i  —  b-rerv^]2  [i  —  b.z-'e-?^-'] 


ç  désignant  un  arc  réel,  et  DC,  a,  b  trois  quantités  positives  dont  les 

OF.uvrei  de  C.  —  S.  I,  t.  Mil.  ->~ 


wo 
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deux  dernières,  inférieures  à  l'unité,  peuvent  être  censées  vérifier  la 
condition 

(  I  o  )  b  <  Il  <  I  . 

Enfin,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

n  =  tang({  arc  sine), 


on  trouvera 

(") 


/•+  -M  ==-L(,_Y)ir)(I_y,ir-i).    . 


Cela  posé,  il  suffira  évidemment  de  prendre 

(12) 

et  de  plus 


/.rrarîf1,  II  =  —  m: 

2Y> 


(i3) 


<p  (  x  )  =  (  r  —  y  x  e?  ^~  '  )       (  i  —  -r  x  |  e 


Xl,ï 


(i  — o/r.r-'eW-')    -(i  —  DA-.r-'e-?v/-')   2  (i  —  y]  A  -./-'  )< 
ou,  ce  <{ui  revient  au  même, 

®(kx)  =  (i  —  l'1re?v'-1)   -  (r  —  r)^)^*, 


-c/.. 


■/i(j)  =  (i  —  axeff^)  ^i  —  bxe-f^)  2  (i  —  a.r )e~c  ', 


('4) 


pour  réduire  la  valeur  de  F(a?),  que  fournit  l'équation  (8),  à  la  formi 


(i5) 


!■'(. /■)  —  !!  À»(i  —  .r)   2  o (./•)•/ 


Observons  d'ailleurs  que,  si  l'on  substitue  dans  les  équations  (i3)  la 
valeur  de  /•  tirée  de  la  première  des  formules  (12),  on  trouvera 


œ(a?)  =  (i-    -.rr-r\/:')        1 -leW-'le» 

.  il))    -  n  0 


[x)      .  (1  —  n2.r)~*'(>  —  nb.re-2?V-')    *  (— ûYia?e    ¥  v'"-t)  efab  "' 
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En  comparant  la  valeur  de  Y(x)  fournie  par  l'équation  (i5)  à  celle 
que  déterminait  la  formule  (iG)  du  §  I,  ou  reconnaît  que,  pour  obtenir 
la  seconde,  il  sulïît  de  poser  s  =  £  dans  la  première  et  de  la  multiplier 

ensuite  par  la  constante  HX".  De  plus,  pour  obtenir  les  formules  (16), 
il  suffira  évidemment  de  poser,  dans  les  formules  (18)  et  (  19  )  du  §  I, 

d'une  part, 

p  =  v. .  .  =  ix'  —  v'.  .  .  =  —  i, 

b       ,— 
a  =  -e2?v-',  6=0,  .  .  ., 

a 


et,  par  suite. 


d'autre  part. 


a  =  ->  I)  =0, 


(i 


b'=ob, 


r 

4>(.r)  =(1  —  -xeff^je**' 


-oV=i 


X  (  x  )  =  (  1  —  a  r,  x  e-f  J~  '  )  e"0"*  ' 

Donc,  lorsqu'on  supposera  la  valeur  de  r'(.r)  déterminée  par  l'équa- 
tion (  1  5  ),  la  condition  (27)  du  §  I  se  trouvera  remplacée  par  la  sui- 
vante 

0*  b 

1  —  n-         n  —  b 

et  la  formule  (3o)  du  mémo  paragraphe  par  l'équation 

(18)  A.=  H  A«(n- 1)[«],  9(1)  x(0, 

que  l'on  devra  joindre  à  la  formule  (3i)  du  §  I.  Ajoutons  que,  si  le 
nombre  //  devient  très  considérable,  I  sera  une  quantité  très  petite 
de  l'ordre  de  -,  qui  se  trouvera  déterminée,  quand  on  négligera  les 

quantités  du  second  ordre,  par  la  formule  très  simple 

n-M   X(0        s  "+■  1  —  1    0(1 
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Donc  alors  il  suffira  que  la  condition  (17)  se  vérifie  pour  que  la 
valeur  de  A„  fournie  par  l'équation  (1)  se  réduise  sensiblement  à 
celle  que  déterminent  les  équations  (18)  et  (19)  jointes  aux  for- 
mules (16). 
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